
Math. Ann. 298, 427-455 (1994) MathemaUsche 
Annalen 
�9 Sprmger-Verlag 1994 

HShentheorie 

(mit einem Appendix von J i i rg  Kramer: 
Eine alternative Begriindung der  N6ron-Tate lt6he) 

Walter Gubler  

Forschungsinstitut fiir Mathematik, ETH-Zentrum, CH-8092 Ztirich, Schweiz 

Eingegangen am 7. Oktober 1992 

Mathematics Subject Classification (1991 ): 11 G99, 14G40, 14K 15 

0 Einleitung 

Als wesentliches Hilfsmittel in der Diophantischen Geometrie hat sich die H~3he eines 
rationalen Punktes erwiesen. Sie migt in gewissem Sinn die arithmetische Komplexit~t 
dieses Punktes und wird gebraucht um die Verteilung der rationalen Punkte in einer 
Variet~t tiber einem Zahlk6rper zu kontrollieren. Als Illustration sollen folgende 
Beispiele erw~ihnt werden: Northcott [No] hat 1949 gezeigt, dab die Menge der Punkte 
yon ~ ( Q )  mit beschr~inkter H6he und mit Koordinaten in einem ZahlkSrper von 
beschranktem Grad endlich ist. In den verschiedenen Beweisen des Satzes von Faltings 
tiber die Mordell-Vermutung geht jeweils entscheidend die Theorie der HShen ein. 
Ftir eine Ubersicht dieser aktuellen Arbeiten wird der Leser auf den neuen Appendix 
der dritten Auflage von [FW] verwiesen. 

Wiederholen wir doch zuerst die Definition der H6he h eines Punktes P C IP'~(Q) 
mit den homogenen Koordinaten (c~0,... ,  a'n) aus dem ZahlkOrper K.  Sei 3//K die 
Menge derjenigen Absolutbetr~ge v yon K,  welche im archimedischen Fall den 
euklidischen Betrag yon (~ fortsetzen und im Fall einer Primzahl p E N mit v I P 

bestimmt sind durch ]PI~ = -.1 Dann definiert man 
P 

h(P) := - -  
1 

[ K : Q ]  ~ log max [a i tK,:Q,I 
vCMK i=O,...,n v 

wobei K v und Q~ die Vervollstandigungen yon K und Q beziJglich v sind. Die HOhe 
ist wohldefiniert wegen der Produktformel, unabhfingig yon K und nicht negativ. FUr 
eine projektive Varietat X tiber Q und einen Morphismus cp : X -~ I? ~ fiber Q 
definiert man h~ : X(Q) ~ R durch x H h(~p(x)). 

Die grundlegenden Untersuchungen dieser HShen hat Weil durchgefiihrt [We] und 
festgestellt, dab h~ bis auf eine beschr~inkte Funktion nur yon der Isomorphieklasse 

des Geradenbtindels cp*{~n(l) abhangt. Definiert man jetzt h ~  als _~quivalenzklasse 
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von h~ in lt~X(Q)/{beschrtinkte Funktionen}, dann pr~isentieren sich seine Resultate 
folgendermal3en (s. [La]): Die Zuordnung ~ -~ l/7 induziert kanonisch einen 
Homomorphismus 

h : Pic(X) ~ ]Rx(Q)/{beschr~nkte Funktionen} 

und h ist funktoriell. Sp~iter hat N6ron festgestellt [N6], dab es auf einer abelschen 
Varietat A tiber Q in jeder Aquivalenzklasse genau eine quadratische Funktion gibt. 
Dies ftihrt zu einem Homomorphismus 

h :  P i c ( A ) ~  {quadrafische Funktionen auf A ( Q ) } .  

h~: nennt man die N6ron-Tate H6he zum Geradenbiindel ~ .  Nesterenko und Philip- 
pon [Phi] haben den H6henbegriff ausgedehnt auf Untervarietaten V yon ?~', indem 
sie die HOhe einer solchen definiert haben als die H6he des zugeordneten Chowpunk- 
tes. Damit laBt sich zum Beispiel der Satz von Northcott sofort ffir Untervarictfiten 
verallgemeinem. In [Ph2] wurde festgestellt, dab ffir einen Isomorphismus ~ von ?~  
die Ungleichung 

Ih(V) - h(~(V))l <_ C . d(W) 

gilt, wobei d den Grad bezeichnet und C nh(T)  + (n + 6)log(n + 1) ist. Nach 
Wahl eines symmetrischen sehr amplen Divisors auf einer abelschen Variet~it definierte 
Philippon mit dem iiblichen LimesprozeB eine N6ron-Tate HOhe ffir Untervariet~iten, 
welche diejenige fiir Punkte verallgemeinert. Faltings ffihrte in seiner Arbeit [Fa] tiber 
diophantische Approximation auf abelschen Variet~iten eine andere H6he mit Hilfe der 
Arakelov-Geometrie ein. Soul6 [Sol] hat gezeigt, dab die Differenz der FaltingshOhe 
zur PhilipponhOhe gleich 

r /  

~(dim V + 
1 1) ~ -d(V) 

j=l 3 

ist. Das Ziel im folgenden Artikel ist es, die oben erwfihnten Resultate yon Weil auf die 
Htihen flit Zyklen auszudehnen. Dazu werden im Abschnitt 1 und 2 bekannte Resultate 
der afithmetischen Schnittthcorie und fiber multiprojektive R~iume zusammengefal~t 
und die Notation fixiert. Als letztes Hilfsmittel werden im dritten Abschnitt ftir ein 
algebraisches Schema X Eigenschaflen tiber den Mulfigrad bereitgestellt. 

Im vierten Abschnitt wird die H6he analog zur Arbeit yon Faltings [Fa] eingeftihrt. 
Dahei wird das klassische Modell I? n ersetzt durch einer Arakelov-Varietfit P,  deren 
harmonische Formen einen Ring bilden. Die H6he beztiglich den zulfissig metrisierten 
Geradenbtindeln ~4o,... , ~(t yon P ist dann eine Funktion h~o,. . . ,!; ,  yon den 
Zyklen der relafiven Dimension t in die reellen Zahlen. Das Kernstfick des vierten 
Abschnitts ist das Induktionslemma, das die H6he eines Primzyklus Z mit der Hi3he 
des Divisors eines regulfiren meromorphen Schnitts der Einschrfinkung yon ~t auf 
Z vergleicht. Die Ringbedingung ftir die harmonischen Formen wird nur ffir diescs 
Lemma gebraucht. Falls O ein multiprojektiver Raum ist, dann ist die H6he eines 
effektiven Zyklus nicht negativ beziiglich basispunktffeien Geradenbfindeln. 

Im f'finflen Abschnitt wird ftir ein eigentliches Schema X fiber den ganzalge- 
braischen Zahlen O K yon / (  und ffir eine Morphismus ~ : X -~ P fiber O K die 
Htihenfunktion definiert durch h ; ~ o , . . . , ~  t :----- h~o ..... ~ t  o~p,. Falls X und ~ nur tiber 
K definiert sind, dann nimmt man in der obigen Definition noch die abgeschlossene 
Hiille des Zyklus in P. Neben der Multilinearit~it in den / j  wird noch das Verhalten 
unter Basiswechsel beschrieben und die H6he eines projektiven Unterraums berechnet. 
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Sind nun X und ~ tiber O/~ definiert, dann wird im sechsten Abschnitt untersucht, 
wie stark die H6he h,/0 ..... 7t durch die Isomorphieklassen von 99* ~ j  IxK bestimmt 
ist. Die L6sung wird in der Transformationsformel gegeben, welche explizit die 
Differenz zweier solcher H6hen als Funktion der Metrikanderung und der ,Differenz" 
der Geradenbiindel tiber O K angibt. Das Hauptproblem beim Beweis dieser Formel 
besteht darin, dab X keine Arakelov-Geometrie besitzt. Anstelle der arithmetischen 
Projektionsformel wird deshalb das Induktionslemma angewandt. Dies ftihrt aber nur 
zum Erfolg, wenn man zuerst zahlreiche Vereinfachungen durchfiihrt. Falls P ein 
multiprojektiver Raum ist und alle Zj basispunktfrei sind, dann 15.Bt sich aus der 
Transformationsfomael die Differenz der H0hen durch die Summe der Multigrade 
absch~itzen. 

Dies fiihrt im Abschn. 7 dazu, dab es ftir ein projektives Schema X tiber einem 
Zahlk6rper eine induzierte multilineare symmetrische Abbildung von Pic(X) t+l in 
die )i, quivalenzklassen der reellen Funktionen auf den Zyklen gibt. Dabei sollen zwei 
solche Funktionen ~iquivalent sein, wenn sich der Betrag ihrer Differenz durch ein 
Viclfachcs dcs Grades beztiglich irgendeines sehr amplen Geradenbtindels abschfitzen 
l~if3t. Dieses Resultat wird aus dem sch~irferen Satz 7.2 gewonnen und dann wird auch 
noch die Funktorialit~it der HOhen gezeigt. In der obigen Terminologie sind also die 
HOhen von Faltings und Philippon ~iquivalent. 

Im achten Abschnitt wird dann far eine abelsche Variet~it die N6ron-Tate H6he 
h'/o ..... '/t ftir symmetrische ~ eingeftihrt analog zum Fall t = 0. Die N6ron-Tate 

Hiihe ist in der A, quivalenzklasse von h % ..... ,Q charakterisiert durch lz,/~ ..... 7~ ore ,  = 
q~t~ m" h, /o,..., :, t ffir alle m E Z. Damit lassen sich die Resultate aus Abschnitt 7 

verscharfen, indem man auf die Aquivalenzklassen verzichten kann. 
Dieser Artikel entspricht im wesentlichen meiner Dissertation an der ETH Ztirich. 

Als Motivation ftir diese Arbeit diente ein Brief yon G. Faltings an G. Wiistholz, in 
dem vorgeschlagen wurde, die N6ron-Tate H6he mit Hilfe eines projektiven regul~iren 
Modells tiber Z zu untersuchen. Diese Idee wurde von J. Kramer [Kr] weiterverfolgt, 
wfihrend ich analog zum klassischen Fall vorging. 

1 Arithmetische Chowgruppen 

In diesem Abschnitt werden die bentStigten Resultate aus der Arakelov-Geometrie 
zusammengestellt, wobei [GS2] die Hauptreferenz ist. Set K ein Zahlk6rper und 
O K der Ring der ganzalgebraischen Zahlen. Unter einer arithmetischen Variet~it X 
tiber O K soll so ein regulates flaches Schema von endlichem Typ tiber Spec Orv 
verstanden werden, dab der zu X O z C geh~Srige analytische Raum X ~  projektiv 
ist. Diese projektive komplexe Mannigfaltigkeit ist die disjunkte Vereinigung der 
[tf  : Q] Mengen X~, = X G% C, wobei cr die Einbettungen yon K in C durchl~iufl. 
Die komplexe Konjugation induziert eine Involution F ~  auf X ~ .  Es wird sp~iter die 
folgende Notation gebraucht: 

AP'P(X) = {Tll71 reelle Differentialform vom Typ (p,p) mit F*zi  -- (-I)P'~I}, 

DP'~'(X) = { T I T  reeller Strom yore Typ (p,p)  mit F * T  = (-1)PT},  

Z t ( X )  = {Z  I Z Zyklus yon X mit relativer Dimension t fiber O~c}, 

/~t(X) die von {div(f) I f E K ( Z ) *  ftir einen Primzyklus Z aus Zt+I(X)} 

erzeugte Untergruppe und 

C U t ( X )  :-- Z ~ ( X ) / R t ( X )  die zugehOrige Chowgruppe. 
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ZP(X) (bzw. CHP(X)) ist entsprechend definiert, wobei die Dimension durch die 
Kodimension p ersetzt wird, und es wird im folgenden jeweils die besser geeignete 
Graduierung verwendet. Mit Z , (X )  (bzw. Z*(X))  wird die direkte Summe aller 
Zt(X) (bzw. ZP(X)) bezeichnet. Falls auf die Graduierung keinen Weft gelegt wird, 
so schreibt man einfach Z(X).  Diese Notation wird sinngem~iB auch bet den anderen 
Gruppen aus der obigen Liste bentitzt. CII~n(X) ist der Quotient, welcher entsteht, 
wenn man nur vertikale Zyklen und rationale Funktionen auf vertikalen Zyklen zulN3t. 
Jeder Zyklus Z E ZP(X) definiert einen Strom 6 z E DP'P(X) durch 

6z07) := [ 71 
/ 

Zoo 

far alle (n - p, n - p)-Formen 9. Im folgenden wird AP,P(X) als Teilmenge yon 
DP,P(X) angesehen, indem man co ~ AP,P(X) mit demjenigen Strom identifiziert 
der eine (n - p, n - p)-Form ~7 auf f 9 A w abbildet. Falls 9 ein Strom ist, dann 
bezeichnet g A oJ denjenigen Strom, der einer Differentialtorm 9 das Bild g(~ A rl) 
zuordnet. Ferner seien d, 0, 0 und d c die tiblichen Differentialoperatoren auf den 
Str6men, welche durch die komplexe Struktur gegeben sind (vgl. [GH]). 

1.1 Definition. Ein Greenscher Strom zu Z ~ ZP(X) ist ein Element g a u s  
D P - k P - I ( X )  mit ddC9 + 8 z C Av'P(X). Diese Differentialform wird mit ~(Z, g) 
bezeichnet. 

1.2 BeispieL [GSI, 2.5] Set ~ eine invertierbare Garbe und ]] ]] eine F*-invariante 
hermitesche Metrik auf dem yon ~ induzierten komplexen Geradenbtindel L auf X ~ .  

A 

Die Menge der Isometrieklassen dieser Paare .(55, [] ]]) wird mit Pic(X) bezeichnet. 
A 

Statt (:~,~: I] ]]) wird im folgenden meistens die kiirzere Notation / gebraucht und 

auch die Klasse in Pic(X) wird so bezeichnet. Ftir einen regul~iren meromorphen 
Schnitt s gilt nach der Formel yon Poicar6-Lelong 

dd ~ log tlsl1-2 = e l (L , [[ ]l) - ~ d i v ( s )  , 

wobei auf der linken Seite s als meromorpher Schnitt von L angesehen wird, der eine 
integrierbare Funktion log ][s[] -2 und somit ein Element aus D~176 definiert. Dies 
zeigt, dab log II~ll -~  ein Greenscher Strom zu div(s) ist. 

1.3 BeispieL Allgemeiner sei Z ein Primzyklus yon X und s ein regularer mero- 
morpher Schnitt der Restriktion Z [z yon S auf Z, dann ist der Strom log [Is[[ -2 
gegeben durch die Vorschrift 

log Ilsil-2(~) := [ log II~l1-2 A r/ 

Zoo 

ftir alle Differentialformen r 1. Es gilt die Gleichung 

dd ~ log Iisl1-2 = 6z A el(L , II 13 - 6d, v~,~ �9 

W~ihlt man jetzt S = Wx mit der trivialen Metrik, dann ist f = s eine ratio- 
nale Funktion auf Z,  log i f ] -2  ist ein Greenscher Strom zu div(f)  und das Paar 

A 

(div(f),  log If[-2) wird mit div(f)  bezeichnet. Sei 

ZP(X)  := {(Z,g)  E ZP(X) x D v - J ' P - I ( X )  [ 9 Greenscher Strom zu Z } /  

(Bild(O) + Bild(O)) 
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und RP(X) die vonder  Menge {d~v(f) I f E K(Z)* far einen Primzyklus Z der 
Kodimension p - 1 } erzeugte Untergruppe. 

1.4 Definition. C-HP := ZP(X) /RP(X)  heil3t die p-te arithmetische Chowgmppe 
yon X . 

In [GS2] wird auf C H  (X) |  Q eine kommutative, assoziative, graduierte Ring- 
A *  

struktur erkliirt. Falls X glatt ist tiber OK, dannist  C H  (X) selbst ein Ring. In 
A *  

dieser Arbeit wird nur die Aktion der ersten Chernklassen auf C H  (X) gebraucht 
und deshalb wird nur diese eingeftihrt. 

h 

1.5 Proposition. Die Klasse yon div(s) := (div(s),log[Isl! x) htingt unter den 
Voraussetzungen von (1.2) nicht yon der Wahl eines Schnittes s ab. Sie wird mit 

i A 1 

~ ( 4 ,  II II) bezeichnet und induziert einen Isomorphismus c'l : P i c ( X ) ~  C H  (X). 

Beweis. [GSI, Proposition 2.5]. 

1 

1.6 Man erh~ilt ftir jedes p C N eine bilineare Paarung C H  (X) x C~]"-HP(x) 
N-~,, p+t 
Cr /  (X), die durch folgende Konstruktion gegeben wird: Sei Z ein Primzyklus 

yon X,  (Z,g) E C-'HP(x), (31, H [!) E ~ c ( X )  und s ein regul~irer meromorpher 
Schnitt von Z Iz, dann ist ~1(~, I] II).(Z,g) die Klasse von 

(div(.~), log I1~11 ~ + g i ~r  It li)) 

in ~-~p+l (X). Diese Definition isl unabhiingig yon der Wahl yon s undes gilt: 
i) +,(?71(X , II I I).(z,g)) = Cl(Z, II II) A ~(z,g); 

ii) ~ , (~,1[  II).~',(.//~,ll I I ) . (Z ,g )=~ ' , ( . / < l l  I I) .~,(~,1t II).(Z,.q). 

1.7 Sei f : X t ---+ X ein eigentlicher Morphismus tiber 0 g zwischen den arith- 
metischen Varietaten X ~ und X, der glatt ist auf der generischen Faser. Durch die 
entsprechenden Abbildungen ftir Zyklen und StrSme wird ein Gruppenhomomorphis- 
mus f ,  : Z , ( X  t) ~ Z , (X)  definiert. Er induziert eine Abbildung zwischen den 

Chowgruppen, welche ebenfalls mit f ,  bezeichnet wird. Fiir ( 4 ,  II II) E Pic(X) und 

(Z', 9') E C H , ( X ' )  gilt die Projektionsformel: 

f*(cl(f*( ~, II II)).(Z', g')) = ~,( ~ ,  II I I ) - f , (Z ' ,  g'). 

1.8 Definition. Eine Arakelov-Varict~it .X ist ein Paar (X, w), wobei X cine arith- 
metische Variet~it und w eine K~ihlerform auf Xo~ ' ist, so dab F * w  = - w  gilt. Eine 
F*~-invariante Metrik I1 II z u m  Geradenbtindel ~ heigt zulassig, falls cl(L , II II) har- 
monisch ist. Die Isometrieklassen von Geradenbtindeln mit zul~issiger Metrik bilden 
cine Untergruppe yon Pi-c(X), welche mit Pic(.X) bezeichnet wird. Die Elemente von 
Pic(X) wie auch ihre Repr~sentanten werden mit ~ bezeichnet. 

Zu jedem Geradenbtindel 9~ von X existiert eine zulassige Metrik; sie ist eindeutig 
bestimmt bis auf Multiplikation mit einem positiven Skalar. Wegen (1.5) ist dies eine 
Folgerung der n~ichsten Proposition. Es sei H die harmonische Projektion von den 
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Str6men auf die harmonischen Formen. Sie ist die duale Abbildung zur orthogonalen 
Projektion von den Differentialformen auf die harmonischen Formen. 

1.9 Proposition. Falls X eine Arakelow,arietiit ist, dann existiert zu einem Zyklus 
Z E ZP(X)  genau ein Element Z E Z P ( X )  mit den Eigenschafien." 

i) es existiert ein Greenscher Strom g zu Z derart, daft ~7 repriisentiert wird dutch 
(Z,g)," 

ii) ~v(Z) ist harmonisch." 
iii) die harmonische Projektion H(g) von gist  gleich O. 

Diese Definition wird in [Fa] fiir multiprojektive Rfiume verwendet und tibertrfigt 
sich sofort auf den Fall einer Arakelov-Varietfit. Z heil3t der Arakelov-Zyklus yon 
Z. Es ist im folgenden zu unterscheiden zwischen der in 1.5 eingeftihrlen Notation 

A 

div(s) und dem Arakelovzyklus div(s) yon div(s). 
A 

1.10 Der Grad von (~,~ II II) ~ Pic(OK) ist definiert durch 

Grad(Z, I II):= l og# ( r (~ ) /OK*)  -- y ~ l o g  I1~ ~ .  1[I, 
cy 

wobei ~ die Einbettungen von O K in C durchl~iuft. Diese Definition ist unabh~ingig 
yon der Wahl des globalen Schnittes s E F(!/~) \ {0}. Mit Hilfe yon (1.5) erh~ilt man 
einen Homomorphismus 

Grad : C H  (Oh.) ~ ]~, 

gegeben durch die Vorschrift 

n3ZJ' g ~+ Z r~j log#K(Zj)  + ~9(1). 
m , j  

(l) 

Da (Spec OK) ~ die disjunkte Vereinigung von [/s : Q] Punkten P~ ist, kann g als 
Funktion angesehen werden und damit lal3t sich das Bild auch als 

1 
~j log # K ( Z j ) +  ~ ~ g(P~) 

schreiben. Ffir K = Q ist diese Abbildung sogar ein Isomorphismus. 
FUr ein eigentliches O K-Schema X mit Strukturmorphismus 7r hat man jetzt einen 

Homomorphismus 

(CH~,)_I (X)  ~ I~, Z H Grad0r.(Z) ,0) ,  

der wieder mit Grad bezeichnet werden soil. Falls X auch noch eine arithmetische 
Varietfit ist, dann faktorisiert diese Abbildung auf natiJrliche Art und Weise durch 
den auf C H I ( X )  definierten Homomorphismus Grad oTr, und deshalb soll auch 
letztere Abbildung mit Grad abgek0rzt werden. Die Vorschrift (l) bleibt ftir diesen 
Homomorphismus sinngem~al~ gtiltig. 
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2 Multiprojektive Rfiume 

Im folgenden sei P := p,~0 •  x P'~"', Pa die Projektion yon P auf den j- ten Faktor 

P% und ( p ( e ) ) : =  p]/ '~,~j(1). 

2.1 Gehen wit aus yon einem Dedekindring R, dann ist die Abbildung 

. . . . .  c ] / ( & + ' , .  , , . : , + ' )  - 

die t a das Element ct(r"p~t(ea)) zuordnet, ein graduierter Ringisomorphismus [Fu, 
Theorem 3.3 and Chap. 201. 

2.2 Durch die Wahl yon Koordinaten (xt)0_<t_<~ ~ auf p~.7 besitzt das zu N e , , a ( - l )  

geh6rige komplexe Geradenbtindel eine nattirliche Metrik [GH, p. 150] und durch Bil- 
dung der Dual- oder Tensormetrik erhalt man einen Homomorphismus Pic v z )  [P "J ---+ 

P'~m(P~ L' ). Dabei ist die Norm des globalen Schnittcs ac t y o n / e " a  (1) aberall kleiner 

oder gleich 1 ftir alle l C { 0 , . . . ,  n a }. 

2.3 Die (1,1)-Form zur Fubini-Study Mctrik auf P c  a ist gleich c, (r e ~u (1), t l It) IOH, 
p. 150] und damit eine K~ihlerform. Die Produktmetrik von P wird zu einer K~ihler- 
Metrik mit assoziierter (l ,1)-Form c 0 + . . .  + %, wobei c, := p ' c ,  (@~,(1) ,  II Jl). 

H[~,~(P~., C) isl isomorph zum Raum der harmonischen Formen [GH, p. 116] und 
/§ ~'~r+l damit isomorph zu C It 0 . . . . .  t , ,]/v.0 . . . . .  e~ ), wie die Ktinneth-Formel [GH, 

p. 104] zeigt. Dabei entspricht die Variable t~ der harmonischen Form cj. 

2.4 Mil (2.1) wird nun klar, dab man einen lsomorphismus C H * ( P v ) ( ~ ' z  C --~ 
HDI~(P c ,C)  hat, der jeder Zyklenklasse die Fundamentalklasse zuordnet. Dabei 
wird c, (#  p(c.;)) auf die Klasse yon c a in HDR(Pc ,C)  abgebildet, a l l e  obigen 
Isomorphismen respektieren die Ringstruktur und die Graduierung. 

3 Der Grad  

Gegeben sei in diesem Abschnitt ein vollstandiges Schema X tiber dem K0rper k mit 
Strukturmorphisnms 7r : X -~ k. 

3.1 Definition. Fiir jedes / ~ {0 . . . . .  dim X} definiert man ftir ein t-Tupel 
( Z I , " . ,  %t) von Geradenbtindeln cine Abbildung d% ..... .:t : C H t ( X )  ~ Z, in- 
dem man einem homogenen Element ~r vom Grad t aus der Chowgruppe yon X das 
Bild 

d,:~ ..... .+,(<0 := ~ , ( , ' l ( ~ l ) - ' " . C l ( I / - t ) . c ~ )  ~ CHo(k)  ~ g 

zuordnet. 

Die in der Definition verwandte Chemklassoperation ist in [Fu, 2.5] erkl~irt. Die 
induzierte Abbildung d : Pie(X) ~ -+ Z ~:tt,(x) ist symmetrisch, multilinear und ihr 
Bild ist in H o m ( C H t ( X )  , Z) enthalten. 

3.2 Proposition. S e i f  : X t ~ X ein k-Morphismus zwischen volIstiindigen 
Schemata iiber k und seien % 1 , . . . ,  %~ c Pic(X), dann gilt d~/i ..... ~,~ o f ,  = 

d]*(v ),'" f:C(~/t)" 
Beweis. Dies folgt aus der Projektionsformel [Fu, Proposition 2.5]. 
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3.3 Proposition. Falls die Geradenbiindel / l ,  " " , ' G t  yon gtobalen Schnitten erzeugt 
werden und Z ein positiver Zyklus ist, dann gilt dy 1 ..... !/~ (Z) >_ O. 

Beweis. Es dart" angenommen werden, dab Z ein Primzyklus ist. Die Einschfiinkung 
von ~U~ i auf Z wird ebenfalls erzeugt yon globalen Schnitten und deshalb ist 
Cl(Gt).Z die rationale Aquivalenzklasse eines positiven Zyklus. Mit Induktion folgt 
die Behauptung. 

3.4 Bemerkung. Sei jetzt X ein vollst~indiges Schema tiber den ganzalgebraischen 
Zahlen O K eines Zahlk6rpers K. Die generische Faser von X wird mit Xh. 
identifiziert. Man hat einen Homomorphismus 0 : Zt (X)  --* Z~(XK),  der jedem 
Primzyklus Z den Primzyklus Z N  X u zuordnet. Dabei verschwinden alle Primzyklen 
in den endlichen Fasern und ftir die anderen Primzyklen induziert ~ eine Bijektion. 

Sei nun z der generische Punkt des Primzyklus Z. Gilt z E X K, so folgt aus 
der Tatsache ~2,z ~- #;~,znx~ [EGA I, 3.4.4], dal3 4) eine Abbildung zwischen 
den Chowringen induziert, welche man wieder mit 4' bezeichnet und ftir die man 
0(c1(~) .Z)  = c I (gY [xK ) .r  erh~ilt ftir alle Z E Pie(X). 

Da CH~ =~ Z ist, tibertragen sich (3.1)-(3.3) auf vollstfindige Schemata 
tiber O K. In diesem Fall folgt dann d,/~ ..... ~'t (c~) = d 5/llXK . . . . .  ~/tlX K (~b(C~)) ftir alle 

~ E C H t ( X )  und ~i) E Pie(X). 

3.5 Proposition. Sei L D k eine endlich-dimensionale KSrperelweiterung, 
~ i , . - . ,  ~92~ E Pie(X) und q : Xr, ~ X die kanonische Projektion. Dann gilt 

i) d/1 ..... ~ o q,  = [L : k]dq, zl ..... q*Zt " 
oq* ii) dq, ~l . . . . .  q*  Y't = d~l,...,'/~ 

Beweis. Mit (3.2) und Basiswechsel von Speck auf SpecL folgt i). Die zweite 
Behauptung ist eine Folgerung yon i), weil q,q* tier Multiplikation mit [L : k] 
entspricht [Fu, Example 1.7.4]. 

3.6 Proposition. Gegeben seien P :=  I~ ,~0 x �9 -- x P" r ,  ein UnterkOrper k von C und 
' ~ ] , ' - ' ,  ~ ' t  E Pic(Pk). Dann gilt fiir jeden t-dimensionalen Zyklus Z von Pk 

..... f et(Ll)A ACl(Lt), 
zc 

wobei Lj  das komplexe Geradenbiindel auf Pc ist, welches yon ~ 3 induziert wird. 

Beweis. Nach [Fu, Example 6.2.9] sind die Operationen der Schnitttheorie kompatibel 
mit Basisweehsel und deshalb daft man annehmen, dab k = C ist. In diesem Fall 
weig man aber dab die Fundamentalklasse der Divisorenklasse c1(Zj) gleich der 
de Rham Klasse Cl(Lj) ist [GH, p. 141]. Weil nach (2.4) das Wedgeprodukt der 
Fundamentalklassen dem Schnittprodukt der Zyklenklassen entspricht, folgt 

. / c I ( L t ) A . . . A C l ( L t ) =  f l = d / ~  /~(Z). ..... 

Z Cl(Yq),.,Cl('/O,Z 
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4 Die Hohe  

Ober den ganzalgebraischen Zahlen O K eines Zahlkt~rpers K sei eine projektive 
Arakelov-Variet~it P so gegeben, da6 die harmonischen Differentialformen von 
einen Ring bilden. 

4.1 Definition. Fiir festes ~ E { - 1 , . . .  ,n} ist die H6he h~.. . , ,~(Z) eines Zyklus 

Z E Zt(P) beziiglich Z0 , . . . ,  Zt E Pic(P) definiert durch 

1 Grad (~1 (~o-----)... ~1 (~/~).~) . h ~  ..... ~ ( z ) . -  [/r :(~] 

4.2 Proposition. Die Abbildung h : ~llC(P) t+l -~ ~z,(P) gegeben durch 
( % o , " ,  ~t) ~ h.~..., ~ ,  ist multilinear und symmetrisch beziiglich aller Variablen. 

Beweis. Dies folgt aus (1.5) und (1.6). 
I I 

4.3 Proposition. Seien t E {0,...,'r~,}, Z 0 , " - ,  Zt  GeradenbiindeI yon [~ mit 
gegebener zulgissiger Metrik und Z E Zt(t 9) ein Primzyklus. Dann gilt fiir jeden 
regularen meromorphen Schnitt s von ~t [z : 

h:;~ ..... yt(Z)  = h./o ..... ~, ~(div(s)) [I(  7Q] logtlsllcl(L0) A...  Aq(L~_,). 
Zoo 

Beweis. Das Element ~l ( Z~).Z - div(s) yon CHt_I (P  ) kann in der Form (0, 7/) mit 
einer Differentialform 71 reprtisentiert werden. Also gilt 

1 GFad (~1 ( Y 0 ) ' ' '  c1 (-~/~ ~ 1)" (Oi~8)_t_ (0, T]))) h'/o ..... 7~(Z) [ K : Q ]  

l /  
= h T 0  ..... / t  l(div(s)) + 2[K : Q ~  C 1 ( ; ~  

P~c 

Ist der Arakelov-Zyklus div(1-)) reprfisentiert durch (div(s), h) und Z durch (Z, 9), so 
daft man annehmen, dag 71 = log Ilslt -2 + g A Cl (Lt) - hist.  Daraus folgt 

1/  
hy ~ ..... ~ ( Z )  = by0 ..... y~ (div(s)) [ / ( - Q I  l~176 /~ "'" AcI(L$-I) 

Zoo 
1 

+ 2[K:Q-]  g(cl(L~ A . . . A c l ( L t )  ) 

- (Z,o) A . . .  A (Z,,  ,))) 
Da die beiden letzten Summanden wegen der dritten Bedingung aus (1.9) gleich Null 
sind, folgt die Behauptung. 

4.4 Seijetzt ,~0 ,~ �9 �9 �9 - P := I?o~ • ' ' ' • ~o/~- eln multlprojekUver Raum und auf jedem 
Faktor seien Koordinaten gegeben wie in (2.2). Mit der Kahler-Metrik aus (2.3) wird 
P zu einer Arakelov-Varietat P.  Man hat einen wohldefinierten Monomorphismus ~" 
yon der freien abelschen Gruppe A mit Basis %, 0 < j < r, in die Geradenbtindel 
mit zulassiger Metrik yon P, welcher ej das GeradenbiJndel ~p(%) mit der in (2.2) 
erwahnten Metrik zuordnet. 
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4.5 Proposition (Faltings, [Fa]). Gegeben seien natiirliche Zahten m u,  0 < i < r 
und 0 < j < t. Dann ist die t tghe eines effektiven Zyklus Z der relativen Dimension 

t beziiglich ~ (ao )  , . . . ,  ~ ' ( a t )  nicht negativ, wobei c~ := k mwej gesetzt wurde. 
j -o  

Beweis. Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit sei Z prim. FOr jedes j E { 0 , . . . ,  t} 
existiert eine Standardkoordinate z j  von P% , welche auf Z nicht identisch ver- 

schwindet. Far den globalen Schnitt s := :Cot~ z~ '~t, yon ~ ( a t )  ist die Norm nie 
grOger als 1 (s. (2.2)). Durch induktives Anwenden von Proposition 4.3 folgt mit 

log (7(c~0)) A . . .  A (7(C~t_l)) 0 1t41q C 1 

Zo~ 

die Behauptung, weil der Fall t = - 1  trivial ist. 

5 HOhen induziert  yon e inem Morphi smus  

Gegeben seien ein algebraisches Schema X fiber O K, if' wie in Abschn. 4 und ein 
eigentlicher Morphismus ~ : X -~ P tiber O K . 

5.1 Definition. Ftir t E { - l , . . . , d i m X } ,  Z E Z t ( X )  und %0, . - . ,  Zt ~ Pie(P) 
setzen wir 

I t  ,7o ..... ,~(Z) := h,~o ..... , .~(~,(Z)) .  

Falls X und ~v nut fiber K definiert sind, dann ersetzt man in der obigen Delinition 
den Zyklus T , ( Z )  dutch seine abgeschlossene Htille in P. Die beiden nachsten 
Propositionen sind in beiden Fallen g01tig. 

5.2 Proposition. Die Abbildung h~ : ~ c ( P )  t+l __+ Rz~ x , ( ! / 0 , . '  �9 , '/'~) 
h ~ ..... ~ ,  ist multilinear und symmetrisch. 

Beweis. Dies ist eine Konsequenz aus (4.2). 

Die nachste Proposition zeigt das Verhalten der H/3he unter Basiswechsel. Dazu 
sei L eine endlich-dimensionale K0rpererweiterung yon K und (t2, S) E {(K, L), 
(OK, OL) }. Die Strukturmorphismen werclen mit 7r bezeichnet, femer seien X und 
tiber R definiert. In dem kommutativen Diagramm 

~PS 

Xs ' Po~ 

X , P 

> 0 L 

seien der Morphismus q durch die Inklusion 01< C 0 L gegeben und die Morphismen 
q' und q" durch Basiswechsel induziert. 

5.3 Proposition. Es gelten die folgenden zwei Eigenschafteu. 
o I t  i) h0;~; ...... ~2 q, = [ L : K ] h  s;q , , ( ,~  ) ..... q , , ( ~ ) ;  

ii) h s;q,, , (<o) ..... q,, ( ~ )  o q"* = h --- 
~ ;  ~ l )  , ' " ,  /t " 

> O K 
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Beweis. Dies zeigt man mit Hilfe der arithmetischen Projektionsformel (1.7) analog 
wie die Proposition 3.5. 

~,n+l 
5.4 Sei V e i n  t + 1 dimensionaler Unterraum yon und F(V) C_ F~ die 

Projektivierung. Wir wollen die H6he yon P(V) beziiglich den t + 1 metrisierten 
Geradenbfindeln ~ ~ n (1) , . . . ,  T F,~ (1) berechnen. Da in diesem Beispiel nur H6hen 
bezfiglich diesen Standardbtindeln betrachtet werden, verzichten wir auf die Indizes 
und bezeichnen zum Beispiel die H6he yon P(V) mit h(F(V)). Die Varietfit P(V) ist 
tiber einem genfigend grol3en Zahlk6rper Is definiert und h(F(V)) ist dann die H6he 
des cntsprechenden Zyklus fiber K. Proposition 5.3 zeigt, dab diese Zahl unabh~ngig 
ist yon der Wahl des Zahlk/Srpers K. Wir diirfen somit annehmen, dab V e i n  t + l 
dimensionaler Unterraum yon K '*+list. Fiir eine Basis % , . . . ,  a t yon W soll Pao ...... t 

der Koordinatenveklor yon (t 0 A . . .  A t~t beziiglich der Standardbasis von A t+ t(/(n+l) 
sein. Die Eintrfige yon Po0 ...... , induzierten Punktes Pv in F( A t+l (K'~+l)) heil3en 
die Pfltickerkoordinaten von V. Es sei P ein Punkt aus pm mit Koordinatenvektor 
c~ = (c,0,. . . ,  a,,~) E t (  '~1  und v eine Stelle aus der in der Einleitung definierten 
Menge M~-. Mit der Bezeichnung 

{ ma I :i 1=0,,..,Tn 

I~1 

definieren wir durch 

falls v nicht archimedisch 

falls v archimedisch 

h'(P) . -  [K: Q ~  Z log .... 
vE M K 

eine H6he, die fiquivalent ist zu tier in der Einleitung beschriebenen Weilh6he. Zur 
Illustration beweisen wit alas folgende in [BGS] erw~hnte Resultat: 

5.5 Proposition. (siehe [BGS]) Die Hi, he des projektiven Unterraums F(V) wird 
gegeben dur('h 

t 3 1 ~- ,  ~ ,  1 
h(lF(V)) = h'(P v)  + ~ ~ ~ ~ . 

3=1 k=l 

Beweis. Sei W ein Unterraum yon V der Kodimension 1. Um die gewtinschte Aussage 
zu beweisen, genilgt es offensichtlich die Formel 

1• 
h(?(V))  - h(?(W)) = h ' ( P v )  - h ' ( P w )  + ~ J=, 7 (2) 

herzuleiten. Falls dabei W d e r  Nullraum ist, soil F(W) der Nullzyklus und Pw der 
einzige Punkt yon IP ~ sein. Mit den richtigen Konventionen ist dieser Fall im fol- 
genden Beweis eingeschlossen. Wir bezeichnen mit Z (bzw. Y) den ZariskiabschluB 
yon P(V) (bzw. ~(W)) in F ~ Es existiert eine Linearform s a u f  K '~+1 deren OK. 
Einschr~nkung auf W im Gegensatz zur Einschr~nkung auf V verschwindet. Dieses 
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lineare Funktional kann identifiziert werden mit einem globalen Schnitt von ~,T~ (1). 
Es gilt dann nach Proposition 4.3 und mit der Notation aus 2.3 

, /  
h(Z)  = h(div(s) .Z) [K  i Q] log Ilsllc] �9 (3) 

Zcx~ 

Zuerst wollen wir nun div(s) .Z - Y berechnen. Es ist klar, dab dieser Zyklus 
gleich den vertikalen Komponenten yon div(s) .Z ist. Sei R der Bewertungsring einer 
nichtarchimedischen Stelle v aus M K. Nach einem Satz aus der Elementarteilertheorie 
findet man eine Basis bo, . . .  ,b t von V n R n+l so, dab b0 , . . .  ,bt_ 1 eine Basis von 
W n R n+l ist. In der Notation wird unterschlagen, dab diese Basis yon der Stelle v 
abh~ingt. Bezeichnen wir mit k(v) den Residuenk6rper yon v, dann sind die Bilder 
b0,- �9 �9 bt unter der Reduktionsabbildung R ~+1 ~ k(v) n+l eine Basis des Bildes ~d 

yon V. Die Faser von Z tiber der Stelle v ist gerade gleich I?('V) c_ tPk'~v r Ebenso gilt 

Yk~) = ]P(~') und FW besitzt die Basis D O . . . .  , Dr_ I. Damit schlieBen wir 

IPbo,_.,bt]v "= [Pbo ..... bt_l[v = 1. (4) 

Die Multiplizitat yon Zk(v) in div(s) .Z ist gleich der Ordnung yon s(bt) im diskreten 
Bewertungsring R. Die Proposition 6.2 und (1.10) zeigen, dab die HOhe yon Zkcv) 

1 
gleich ~ log#k(v)  ist. Zusammen ergibt sich die Formel 

1 ~ l o g  8(b .I[Kv:Qv] h ( Y )  - h(div(s) .Z)  - [K i Q] t)lv , (5) 

wobei v alle nichtarchimedischen Stellen yon M K durchlauft. Wir schreiten nun zur 
Berechnung des Integrals in (3). Mit Hilfe yon [St, Lemma 2.1] findet man 

/ - . (6) log IIx011c? = - ~  j=a 3 

Sei ~ eine Einbettung yon K in C und v der zugehSrige archimedische Betrag. Es 
existiert eine orthonormale Basis b0 , . . .  , b~ von V | C derart, dab b0 , . . .  , bt_ 1 in 
IV | C liegt. Wegen der U(n + l, C)-Invarianz der Chernform c I ist die Gleichung 

log II~llc~ = log [s(bdl~ - ~ 3:1 J 
Z| 

eine Folgerung yon (5) und Proposition 3.6. Als Zwischenresultat aus (3), (5) and (7) 
halten wir 

1 . . .  IK,:Q,] 1 ~ 1 
h(IP(V)) - h(]P(tV)) - [ K -  Q] ~ log s o t )  v + ~ z...,, ~ (8) 

vEM K j=l  

fest. Unabh~ingig yon der Wahl einer Stelle fixieren wir jetzt eine Basis a 0 , . . . ,  a t 
yon V mit der Eigenschaft a 0 , . . . ,  a t_  l E W. Man hat die Darstellung 

aj = ~ cjkb k 
k=0 
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mit eindeutigen Zahlen cj k aus K,  und es gilt cto . . . .  c t , t - l  - 0. Wir bezeichnen 
mit C die (t + 1) • (t + 1) Matrix (cjk) und mit (D) diejenige t • t Untermatrix yon 
C, die man durch Streichen der letzten Zeile und der letzten Spalte erhfilt. Wegen 
der Orthonormalit~it gilt (4) auch ftir archimedische Stellen. Deshalb folgt aus den 3 
Gleichungen 

P~.o ........ t = det(C)P% ..... b~ 

P ao ...... t -  , = det( D )Pbo ..... b~_ , 

s(a~) = c . s (b  t) 

die Beziehung 

(9) 

Die Formel (2) ist nun eine Folge yon (8), (9) und der Produktformel. 

6 Die Transformationsformel  

Gegeben sei in diesem Abschnitt ein ZahlkSrper K.  Unter P und P '  sollen Arakelov- 
Variet~iten tiber O K verstanden werden, deren harmonische Fonnen einen Ring bilden. 
Mit 7r sollen alle Strukturmorphismen bezeichnet werden. 

6.1 X sei ein eigentliches Schema tiber O K. Weiter seien ~p : X --~ P ein Otc- 

Morphismus und Z 0 , . . - ,  / t  E Pic(P). Im folgenden soil untersucht werden, wie 
stark die Isomorphieklassen 

./% : :  e P c(X) (o < j <_ t) 

die H6he h Y0,-.-,/t bestimmen. In der n~ichsten Proposition sollen die Schnittope- 

rationen in CHI-~.(X ) gebildet werden. Der Homomorphismus Grad wurde in (1.10) 
eingeffihrt. 

6.2 Proposition. Unter den Voraussetzungen von (6.1) gilt f i ir  j eden  vertikalen Zyk lus  
Z ~ Z t (X) . .  

1 
h ~ ..... ~<(Z)- [ K : Q ]  - -  Grad ( c , ( ~ / ~ / o ) ' ' '  c,('P/~t)'Z)" 

Beweis. Da Z vertikal ist, gilt 

A A 

[ K :  Q ] h ~ o , . . . , : ~ - ( Z )  = Grad (Y, ( % 0 ) . . .  ~, (,Z~).(~p,Z, 0)) 

und dies ist gleich 

Grad(Cl ( U~0)... c 1 ( ,~ t ) .~ ,  Z) .  

Aas der Projektionsformel folgt damit die Behauptung. 
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6.3 L e m m a .  Gegeben sei jetzt  ein vollstdndiges Schema X iiber 0 t r  (bzw. K),  ein 
Morphismus ~' : X ~ P '  iiber O K (bzw. N )  und ein Morphismus a : P '  --~ P 

iiber 0 K,  sowie Geradenbiindel ~ o , - " ,  )St von T' mit zuldssiger Metrik. Falls die 

Metriken yon ~ ~ :=  a * ( 7~ j ), 0 < j < t, zuldssig sind, dann gilt 

- -  h [ ! + hao~;7o,..., vt #+:~0,...,yt 

Beweis. Es daft  angenommen werden, dab X = P '  ist. Der Beweis wird mit Induktion 
nach t geftihrt. Proposition 6.2 zeigt die Behauptung ftir t = - I. Sei Z ein Primzyklus 
yon P~ der relativen Dimension t, dann existiert ein regul~irer meromorpher Schnitt 
s von U~ i I , . ( z ) .  Nach Proposition 4.3 und mit der Induktionsvoraussetzung erhfilt 
man: 

h ;!% ..... ,/~,(Z) = h:z ~ ..... Y t - , ( d i v ( ~ ) ) -  j "  logllst lc l (Lo)  A . . . A ( : I ( L , _ I )  

a,(Z)~ 

h yo ..... ~/+ , ( d i v ( a * s ) ) -  / log ]]sHcl (Lo) 

a,(Z)oo 

f _ f  - !  = h ~ ,  =~, (div(a*s))  - a*(log II+ll)c, (L0) A . A c , (L ,_  1) a; /{D"':  ~+,t [ 

Z,~,~ 

und damit folgt die Behauptung. 

6.4 Koro l l a r .  Gegeben seien ein vollstdndiges Schema X iiber 0 K (bzw. K ) ,  ein 

Morphismus ~ : X ~ P iiber 0 ~. (bzw. Ix') und Elemente -'o," ~/ , Z t aus Pic(P).  
Weiter sei Pk die k-te Projektion vom t-fachen Produkt P~ au f  P und g : P ---+ Pt  
der DiagonaImorphismus, dann erhiih man 

Beweis. Die Voraussetzungen von Lemma 6.3 sind erftillt ftir a = A.  

6.5 Koro l la r .  Gegeben seien ein vollstdndiges Schema X iiber 0 K (bzw. K )  und 
A 

zwei Morphismen ~ : X ~ P ,  ~, : X ~ P '  fiber 0 K (bzw. K ) ,  sowie Z o , . . .  , ~ t  ~ 
A 

Pic(P) .  Bezeichnet p die Projektion yon P • o~  P '  auf  P und ~ • ~ " X -+ P X oK P '  
den kanonischen Morphismus, so gilt. 

Beweis, Falls alle Metriken zul~tssig sind, kann man Lemma 6.3 mit a = p anwenden. 
Ftir den allgemeinen Fall benutzt man das nachfolgende Lemma, in dem stfirkere 
Bedingungen an den Morphismus a gesteltt werden, die aber hier wegen der Ktinneth- 
Formel [GH, p. 104] erfiillt sind. 

6.6 L e m m a .  Gegeben sei ein Morphismus a : Y~ ---+ Y yon arithmetischen Varietdten 
iiber O K mit  der Eigenschaft, daft nach Basiswechsel auf  C a glatt ist und sowohI a *  
wie auch ( a ~ ) .  die harmonischen Formen wieder in harmonische Formen iiberfiihren. 

A A A 

Fiir ~o," ~//" + ", =~)t E Pic(Y) und Z E Z t ( Y ' )  gilt dann: 

i )  a , ( Z )  = a , ( - ~ ) :  

i i )  h++.g-:-,i,~,.o) ..... a*(77"+) = h ~ - a;~ ,.+,,~t " 
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Beweis. Da ao~ glatt ist, ist a , (Z)  in Zt(Y) wohldefiniert. Die Bedingungen an die 
Transformationen der harmonischen Formen implizieren sofort i), und ii) folgt aus i) 
mit Hilfe der arithmetischen Projektionsformel (1.7). 

6.7 Im folgenden Satz miJssen veffeinerte Chemklassoperationen gebraucht werden. 
Die erste Chernklasse eines Geradenbiindels auf dem eigentlichen OK-Schema X 
induziert eine Aktion auf CHris(X), die den tiblichen Rechenregeln gentigt. Gegeben 
sei ein Geradenbtindel ~ mit einem isomorphismus 0 : 2f [X K ~T~OxI K . Das Urbild 
yon 1 ist ein regul~irer globaler Schnitt s yon U ~,( . E := ( Z .  zg) induziert jetzt 
einen Homomorphismus C H ( X )  --. CHfi,(X), K E.Z, durch die folgenden 
Vorschriften: Far einen horizontalen Primzyklus Z hat s IzK genau eine Fortsetzung 
zu einem regul~iren meromorphen Schnitt ~" yon Z und man setzt E.Z :=  div(~. Far 
einen vertikalen Zyklus Z sei E.Z  := c1( Z).Z. Das Produkt E.Z  ist auch additiv in 
E und kommufiert mit der Akfion der ersten Chernklasse eines Geradenbfindels. 
Gegeben seien jetzt zwei OK-Morphismen ~ : X --~ P, 0 : X ---, P~ und jeweils mit 

- -  - -  - - t  ~D-r/ 
zul~issigen Metriken versehene Geradenbiindel ~ 0 , . . . ,  / t  yon P und Z 0 , . . . ,  / t 

p'  yon so, dab es einen Isomorphismus 

'" 9 ' ~  c2' - '~3)  mit gibt. F t i r j edes j  E { 0 . . , t }  hat man einPaar E 3 := (~ . j |  ~j 
obigen Eigenschaften, wobei ~9 yon 03 induziert wird. Zur Vereinfachung werden von 

jetzt an ~p* %~ tXK und ~* Z.~ INK mit Hilfe von 0 i identifiziert. Der Quotient der 

Pullbackmetrik yon Z ;  durch die Pullbackmetrik yon ..~'/ ist eine positive Funktion 
t~ 3 auf X~ .  

6.8 Satz. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen yon (6.7) gilt fiir jeden Zyklus 
Z yon X der relativen Dimension t: 

h 7o ..... 7 ~ ( Z ) - h .  7 '  , , , ( Z ) = A ~ r  
~ ;  O, . . . . .  t 

mit 

und 

C~ I, :-- 

A ~ , . -  [ K - Q I  = c,(g, Lo) A. . .ACl{ f9  j_l)  Alog@ 

~ L  . . .  A cj(~ j+1)/~ /~q(~*L~) 

1 
[K :Q] 

t 

x E G r a d  (c1(r ~g ) . . .  c , ( g , * ~ _ , ) . E j . c , ( ~ "  ~ j + l ) . . .  c,(~* ~t ) .Z)-  
j=o 

Beweis. Palls # ein Morphismus ist, wclcher die analogen Bedingungen wie • erftillt, 
dann gilt 

A~u = A ~  + A~,t~ 

G ~  = G~r + G~0 ~ . 

Dies folgt aus einer einfachen Rechnung, welche den Satz yon Stokes (bzw. die 
Kommutativit~tt der Schnittoperationen) benutzt. Daher sind beide Seiten der zu 
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beweisenden Formel additiv. Damit liil3t sich die Ausgangslage in der folgenden 
Weise systematisch vereinfachen: Durch Ersetzen von ~ und ~p durch ~v • ~b daft 
man zunachst dank der Additivitfit und wegen Korollar 6.5 annehmen, dab P = P '  
und ~ = ~p ist. Da jedes Geradenbtindel yon P sich nach einem Satz von Serre 
[Ha, 11.5.17] als ,Differenz" yon zwei basispunktfreien schreiben liiBt, kann man 
durch synchrone Wahl dieser ,Differenzen" und durch Ausnutzung der Multilinearitiit 
weiter erreichen, dab alle Z j  und ~ j  basispunktfrei sind. Wir lassen die Bedingung 
~p = g, vorerst fallen und dtirfen wegen der Additivitiit den Morphismus z~' so wiihlen, 
dab 'tp* die globalen Schnitte yon ~/.j surjektiv auf die globalen Schnitle yon ~/,* %~ 
abbildet. Die Konstruktion von ~p geschieht mit Hilfe yon [Ha, II.7.1], indem man 
ftir p ,  einen geeigneten multiprojektiven Raum wiihlt. Mit dem gleichen Argument 
wie anfangs daft man wieder P ---- P '  und ~ = ~/5 annehmen. Dank der Additivitat 
ist es jetzt schliet31ich erlaubt, die Behauptung in l, + 1 Schritten zu beweisen und 
pro Schritt nur ein Geradenbiindel zu ~indern. Ohne Beschr~inkung der Allgemeinheit 

setzen wir also ~ ' j  = ~:';j fur alle j E { 0 , . . . , t  - 1} voraus. Nach Proposition 6.2 
gilt die Behauptung fiir alle vertikalen Zyklen, so dab wir im folgenden ftir Z 
einen horizontalen Primzyklus nehmen k6nnen. Indem man X durch Z ersetzt, daft 
man annehmen, dab Z = X ist. Es existiert ein globaler Schnitt s yon Zt, der 
auf ~(Z)  nicht identisch verschwindet. Wenn man s dutch ein geeignetes yon Null 
verschiedenes ganzzahliges Vielfaches ersetzt, dann existiert ein globaler Schnitt s '  
von ,Z[ so, dab ~* (s') und ~* (8) auf der generischen Faser iJbereinstimmen. Aus (6.7) 
folgt 

Et.Z = div (V* (s/))  - div (~* (.s)). 

Die Proposition 4.3 zeigt, daft 

h ~0 ..... ~ ( Z ) = h ~ 0  ..... ~ t - l ( d i v ( s ) ~ * ( Z ) )  

, / 
[ K : Q ]  logUsUCl(Lo) A.. .Ac,(Lt 1) 

~o,(Z)or 

gilt. Wendet man beim Integral die Transformationsformel an and ersetzt 3 durch s' ,  
so erh~ilt man daftir 

/(~*(logll~'ll)- (~*Lo) A... A (~*Lt_,). log Ot)cl C 1 

Z ~  

Substituiert man in by. ~ ..... ~_~(d iv(8) .~ , (Z) )  ebenfalls s durch s '  mit Hilfe der 

Projektionsformel, so ergibt sich mit Proposition 6.2 

1 
h ~ ,  ~ '~ l(div(q#*(s'))) Grad(q(~* ~ 0 ) ' " Q ( r  Zt-I)'E~'Z)" ~;~o . . . . . . . .  [ K :  Q] 

AuBer der Substitution machen wir jetzt alle Umformungen rtickg~tngig mit 8' anstelle 
yon s und erhalten ftir h~: ~0,..., Y.t (Z) insgesamt 

1 
h ~ ,  r ; , (Z)  Grad(Q(~*Sf~o). . .ct(~* Z~t l).Et.Z) 

~-0 ..... ~ [K  : Q ]  

t l  * + IK ~1 log~(~*~0) A...a~,(~ L~_I). 
Z~ 

Dies ist nichts anderes als die Behauptung. 
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6.9 Fiir multiprojektive R~iume P und P '  (wie in (4.4)) ist es nun das Ziel, die rcchte 
Seite der Formel in Satz 6.8 abzusch~itzen. Dabei ist es sinnvoll, alle ~) und Z'j 
als basispunktfrei und Z als horizontalen Primzyklus vorauszusetzen (vgl. (6.1) und 
(6.2)). Weiter daft man annehmen, dab X integral (und horizontal) ist (z.B. X = Z). 
Somit ist Eo .X ein Cartierdivisor, der ebenfalls mit Ej bezeichnet werden soll. Die in 
(6.7) einge(dhrte Aktion entspricht dann dem Schnittprodukt mit E.j. Weiter diirfen wir 
annehmen, dab alle Ej  effektiv sind, indem wir 0j durch eine geelgnetes ganzzahliges 
Vielfaches ersetzen. Dabei andert sich nattirlich auch Qj. Sei nEj  das schematische 
Bild [EGA I, 6.10] yon Ej unter 7, dann gilt die Ungleichung Ej <_ 7r*(~rE~) yon 
Cartierdivisoren. Das folgende Korollar gibt Auskunfi, wie stark die HOhe bestimmt 
ist durch die Isomorphieklassen,/~j E Pic(X K) yon ~* U~j IXK = O*~Zj IXn" 

6.10 Korollar. Unter den Voraussetzungen yon (6.7) und (6.9) gilt 

t 

E ( min log_oj(z) [K 1 Q] -~ j=0 \ ~ c z ~  Grad(TrEj)jd % ...... % ,,.//v+, ...... //t(ZK ) 

< h  ,~o ..... z , ( Z ) - t % : ~  ..... 7~(Z) 

t 

-< Z 2 ...... ...... 
j=0 

Beweis. Wegen der Zul~issigkeit der Metriken ist die Einschr~inkung yon 

So)A . . .  A A ) A . . . A  

auf Z ~  gleich dem Produkt tier Volumenform yon Z ~  mit einer nichmegativen 
Funktion und deshalb gilt mit (3.6): 

[K : Q] rain log~(z)d./6~ ...... /zj , , . / / y  ...... /4(ZK) 
zC Zcx~ ' ' 

f , - '  ,,v' -< q 0 P  L0) A - . . A c I ( ~  ~ 3 - ' ) A I ~ 1 6 2  

Z ~  

< [K : Q] max logQflz)d./% ...... ~) l./z3+ 1 ..... /4(ZK) .  
z E Z o o  - ' ' 

Da alle ~ j  und ~.~ yon globalen Schnitten erzeugt werden und Ej  effektiv ist, gilt 
die Ungleichung 

_ . " * ~ Z ~  0 < 7r , (c1( /~* ~/~>~)...Cl(l~,* ! / ~ j l l ) . E j . C l ( ~ *  c S j + l ) . . C l t  ~ ~ -t J- , 

far Divisoren der Kodimension 1 yon SpeC(OK). Aufgrund yon (6.9) ist die rechte 
Seite kleiner oder gleich 

und mit der Projektionsformel erh~ilt man 

d./~o ...... /z 3 ,, /z~+, ...... /z~ (ZK)rC Ej " 

Mit (6.8) folgt jetzt die Behauptung. 
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7 Die Hiihenmaschine 

Gegeben sei ein eigentliches Schema X fiber R E {K, OK}, wobei K ein Zahlk6rper 
ist. 

7.1 5' sei eine Menge und 6 E (~ t ) s .  Es sei folgendermagen eine .Aquivalenzrelation 
--e auf R s definiert: f --- 9 rood 6 :r ~ C E R + mit If  - gi -< C .  6. Wir bezeichnen 
mit Pi%(X) die Menge der Isomorphieklassen der invertierbaren Garben auf X, die 
yon globalen Schnitten erzeugt werden. Pi%(X) ist ein kommutatives Monoid. Falls 
P eine Arakelov-Variettit ist, dann soil Pi% (if') das Urbild von Pi%(P) in der in 1.8 

definierten Gruppe Pic (P)  sein. 
Fiir Z = ~ n~Z~ C Z t ( X )  setzen wir IZ[ := ~ [ n i l Z  ~ und fiir ~o , . . - ,  ~t E 

PiCb(X ) Z~ prim Z 

6,/0 ..... , , , (z )  := ~ d~o . .  ~,,_,,~,~, ..... :,~ (IZl). 
i = 0  

Offensichtlich gilt dann 

6./~| j , / ~  ..... :zt ( Z )  < 6./z, ~/j ..... /~ ( Z )  + # ~ , ,./~ ..... '/t ( Z )  ; 

femer ~indert sich 6.s0 ..... / t  nicht, wenn die Zo, . . .  , J t  permutiert werden. 
Gegeben seien t E { - 1 , 0 , . . . , d i m X }  und ' # ' o , - ' - , ' / / - t  E Pi%(X). Unter einer 

projektiven Reatisierung (~; Z 0 . . . . .  Z t )  von.  H~ 0 . . . .  , . / / ' t  versteht man einen /~- 
Morphisnms ~ von X in einen wie in (4.4) gegebenen multiprojektiven Raum P 
fiber O K und Elemente Z 0 , . . . ,  ~ yon Pi% (P) so, dab fiir alle j E { 0 , . . . , t }  die 
Isomorphieklasse yon ~* Z3 gleich ./{j ist. 

7.2 Satz. S ind  (~p; ~ o  . . . .  , ~ )  u n d  (~; ~ ; , . . . ,  ~ [ ) p r o j e k t i v e R e a l i s i e r u n g e n  yon 
.... ///~o," " , '"// 't,  so g i l t  

h~o;c/-0,...,~t ~ h t ~ r  = ,mod6 . / / .o , . . . , . / z  t �9 0;Zo,..., Zt 

B e w e i s .  Da im Fall 12 = O K die Behauptung sofort aus (6.10) folgt, daft man 
annehmen, dab R = K ist. Wegen der Dreiecksungleichung ist es erlaubt ~p frei zu 
wahlen, solange die Wahl nur yon J @ . . .  ,./'#'t abh~ngt. Daher sei ~/~ := % x . . .  x ~/'t 
ein Morphismus yon X in den multiprojektiven Raum 

rrt  0 
pz  :=  ltZo/. Xo~< . . .  xol~ ]Po~ 

so, da8 ~ '  , ., ~j = ~p , ( e j )  gilt und "d;* fiir alle j E {0,. .  t} die globalen Schnitte yon 

~ j  surjectiv auf die globalen Schnitte yon ~* ~',j abbildet [Ha, II.7.1]. Mit Hilfe der 
Tupel- und der Segre-Einbettung [Ha, Ex. 1.2.12, bzw. Ex. 1.2.14] l~iBt sich weiter ein 
Morphismus 

4 ) : P - - ~ P " : = P O ~ c  Xo~c "Xo~c o14 

finden so, dal3 ftir alle j E { 0 , . . . , t }  die Isometrieklasse yon ~b*~(ej) gleich 

_Zj ist. Nach Lemma 6.3 daft man dann annehmen, dab P = P "  und q5 die 
Identit~it ist. Es existiert ein Morphismus a : ~b(X) --~ P K  mit ~ = a o ~ und 
a * @ r c ( e j )  ~ (~/p~(e~j) [~,(X), welcher fiir alle j E {0 , . . . ,  t} durch globale Schnitte 

yon @ ,  (ej) induziert wird [Ha, II.7.1 ]. Dieser besitzt eine rationale Fortsetzung auf 
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~O(X) C_ P ' ,  wel- che dutch ein Produkt von Aufblasungen zu einem Morphismus 
gemacht werden kann [Ha, II.7.17.3]. Es gibt also ein eigentliches Schema Y tiber O K 

und zwei tiber O K definierte Morphismen q : Y ~ !b(X), a : Y ~ P mit  ~ = a o q 
auf den Definitionsbereich yon a o q. Ferner kOnnen wir erreichen, dab q birational 
ist und die Einschr~inkung yon q auf Yt, einen Isomorphismus auf g~(X) incluzieren 
soil. 1st Z ein Primzyklus yon X der relativen Dimension t mit Z '  :=  (q I o g,) . (Z) ,  
so gilt 

h.~;7 ~ ..... , , , ( Z )  = ha ;7o  ..... 7 , ( ~ )  

und 
h - , ( z >  = ~/': '/ o ..... / t hq;7o ....... 

Zusammen mit der Projektionsformel folgt die Behauptung aus (6.10)�9 

7.3 Satz (Hi4henmaschine). Zu j edem ~ + 1 Tupel (.//~o . . . . . .  //,~) E Picb(X) t+l gibt 

es genau eine Aquivalenzklasse  h/~o ..... //, E ~ z ,  ix~/  --~ /q~ .... /It mi t  fo lgenden 

Eigensehaften: 
i) h./~o ..... /4 - h?:=/o ..... 7~ rood6//.~ ..... /4 fi ir jede  projektive Real is ierung yon 

�9 . . . .  /4. 
ii) h,~,.,a,,, //t ..... //~ -- h; ' , . /z~ ..... /4 + h / ,  /q , . . . , /~  moda l / . |  //, ...... /4, �9 

Beweis. Nach Satz 7.2 dient i) als Definition yon h Es gilt 
/ / ' 0 , . . .  , . / g t  " 

h a.~, ,  //, ..... //~ <_ h~.. //~ ..... /,~ + 6 . /  /4 ..... "q  <- 26-~'c*~>", //, ...... /4  

und damit sind beide Seiten von ii) mod 6~, |  //~,...,/4 definiert. Weiter existieren 
Morphismen 

: X - - ~ ,  g , : X - - ~ I ?  r und ~ , : X - - - + ~  ~' (1 < i _ <  t) 

mi t  

Wegen Satz 7.2 folgt 

1 1 ' 2 Y @ 7 "  / / l  , .  .. , / / t  ~ ]t,~xd~x,plx...•163174 
= h~o • t/, x ~:l x . . .  • ~ : ~ "  (e0),# [e2) , . - - ,#  (e~+i)  

-1- / l~ox ,bx~# I x . . . x ~ P t , #  ( e l ) , . . . , K ( e t §  

=- h.~,, /4 ..... & + h v  ,.//.~,..., & m ~  w| .,./4 

und damit ergibt sich die Behauptung. 

7.4 Korollar .  Die H6he  besitzt die fo lgenden Eigenschaften:  
i) h ist symmetrisch,  d.h. die K lasse yon t~. //v,...,. /zt in I~ gt,( x ) / =- ~ //~o ...... /4 iindert 

sich nieht, wenn (./~o," . . . .  /K~t ) permut ier t  wird. 
ii) Falls f : X t --~ X ein Morphismus  zwischen vollst6ndigen R-Schemata  ist, 

dann gilt 

h F,.i/,o,...,y,..r, t = h../~o ...... /& o f ,  rood  6. z./, ~ ...... //< o f , .  
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Beweis .  Die Aussage i) ist trivial. Es gilt aufgrund der Projektionsfomlel ~5.//~0 ..... /~ o 

f .  = 6 f , / d o , . . . , f * . / 4 "  Ftir eine projektive Realisierung (~; ~ 0 , . . - ,  Z t )  folgt 

h.//~o,...,.//t =_ h of;vjo,. . . ,y t - h 7o, . . . ,7  t o f ,  

=- h.//.o ...... /4  o f .  mode5//,0 ...... /z~ o f . .  

Damit ist auch die zweite Behauptung gezeigt. 
Im folgenden Satz sei X ein projektives Schema fiber R und C~x(1 ) eine sehr 

ample invertierbare Garbe. Femer soil ~5 den Grad beztiglich ~x(1)  messen, d.h. 
6 :=  dc-xO),...,Cx(1 ) m i t t  Indizes. 

7.5 Satz. Die ,4"quivalenzrelation =6 ist unabhiingig v o n d e r  Wahl  yon ~ x (1). Fiir 

'-J/>/0,"' ,'-~Y~t E Picb(X) gilt  ~5.//~ o ...... //~t = 0 ( 6 )  und deshalb  induziert  die HiJhe 

aus  (7.3) eine Abb i ldung  yon Pi%(X) t+l nach R z t ( x ) /  =--~. Es exist iert  genau eine 
mul t i l ineare Fortse tzung dieser  Abbi ldung  a u f  Pic(X) t+l. Sie wird  wieder  mit  h 

bezeichnet .  

Beweis .  Der Beweis stiitzt sich auf einen Satz von Serre, der besagt, da6 es fiir 
jede invertierbare Garbe ~ eine Zahl n o E N gibt derart, dab fiir alle n _> n 0 
die Garbe Z | r~x(n ) von globalen Schnitten erzeugt wird [Ha, II.5.17]. Damit 
l~ilBt sich %f als ,Differenz" yon zwei Elementen aus Pi%(X) schreiben. Seien 
nun ' ~ o , "  . . . .  '~t Elemente aus Pi%(X), dann existiert demzufolge ein n E N so, 
dal3 ..,9/~/-t | ~<x(n) E Pi%(X) f/Jr alle 'i ~ {0 . . . . .  t} gilt. Es ergibt sich sofon 
6/go ...... //,t < (~ + 1)ntb und damit auch die Unabh~ngigkeit der Aquivalenzrelation 

==_a yon tier Wahl von ~ x ( l ) .  
Induktiv konstruiert man die H6he fiir beliebige Geradenbtindel: Wir nchmen 

an, dab h.//, ~ ...... //~ schon konstruiert worden ist f t i r , / / ~ 0 , " - , ' / ~ k - l  E Pic(X) und 

�9 -'H-k,... ,.~/~t C Picb(X) . Femer soil die Multilinearit~it in dieser Situation bekannt 
sein. Dies folgt im Fall k = 0 aus Satz 7.3. Um die Behauptung zu beweisen, gentigt 
es also die HOhe h./z0,...,.//,~ festzulegen und die Multilinearitat zu beweisen, wenn 
wir die Bedingung .S/,~ E Pi%(X) fallenlassen. Sei also . / /~  E Pic(X) und die 
anderen o ~ j  wie vorhin. Nach dem zu Beginn zitierten Satz yon Serre existieren 

"~k , '~k  E Pi%(X) mit .f/~: --------,~ O ~ - ~ .  Dies tegt folgende Definition nahe: 

Falls ,.,]g~ ="~ .Tf{~ (~ ~-~k eine zweite Darstellung yon .,Y6~ als ,Differenz" yon zwei 
Elementen .~k und . . .~  ist, dann folgt aus 

h/do,...,.~k ...... /~  + tt. /z ~,' ~, ~ h, ~ �9 , , �9 . / " o , . . . ,  z . ~ , . . . , .  , ~ t  . / 5 0 , . . . , . ~ k |  

- h.~r ...... ~ ...... //.t + h/r ..... ,/.~ ...... /4  mod6 

die Wohldefiniertheit yon h. ,%,.., ~, in , ~ z ~ ( x ) /  -~6. Die Multilinearitfit folgt sofort 
nach lnduktion. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung wird aus der Konstruktion klar. 

7.6 Bemerkung.  Es folgt sofort, dab h symmetrisch ist. Sei f : X ~ --~ X ein 
Morphismus projektiver Schemata tiber R, dann gilt h f . .  IL ~ ..... f*. ~lt -~ h// 'o,. . , '  Igt o 

f .  mod r 
Satz 7.2 ist falsch fiir nichtzul~issige Metriken. Dies sieht man schon ein, wenn 

man t = 0 und ~-~0 als triviales Btindel mit einer geeigneten nichtzul~issigen Metrik 
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w~ihlt. Es gibt aber das schwachere Analogon far die Aquivalenzrelation =e, wie 
folgende Proposition zeigt. 

7.7 Proposition. Unter den gleichen Voraussetzungen wie beim Satz~7.5 seil.~ ein 

Morphismus yon X in einen multiprojektiven Raum P und seien ~ 0 , ' " ,  ~ EIe- 
A 

mente aus Pic(P), dann liegt h / in der ,4quivalenzklasse yon h ,  ~0....,~o* >t 
~p; O , . , . , ~ / t  

beziiglich der A'quivalenzrelation ~ .  

Beweis. Es daft angenommen werden, dab X P ist. Weiter sei ~0 ein Gera- 

denbtindel mit zwei F*-invarianten 1V~triken, welche somit zwei Elemente ~ und 
A A 

!/~ in Pic(P) induzieren. Der Quotient der beiden Metriken ist eine positive glatte 
Funktion #0 und es gilt nach (1.6) fOr Z C Zt(P) 

2- y ( Z )  h - ,  / . 7 , (Z )_  1 f hf(, , ' ,  ..... ' t  % , ' ,  . . . . . .  [ K : Q ]  l ~ 1 7 6 1 7 6 1 7 6  

Da co(Z) der Fundamentalzyklus von Z ist, folgt mit (2.4) die Darstellung 

w -  . . . . . . .  o < 
= 2__, ako ..... k,-ta)Co A . . .  A c,. , 

wobei die Summe fiber alle (ko , . . .  ,k,,) E N r+l mit k 0 + . . .  + k~, = t lfiuft und 
d~: 0 ..... #~,(Z) der Grad yon Z bezfiglich den Geradenbandeln 

,F (~o),...,~'%~,...,~(~),...,/,(~) 

ist. Wenn man im Integral ~ ( Z )  ersetzt und die Summe zusammen mit dko,...,k,_(Z ) 
vor das Integral nimmt, dann wird aus der zweiten Behauptung von Satz 7.5 Mar, dab 
h ~ ~- ~ gquivalent ist zu h ~ Z ~ modulo 6. Die Behauptung folgt jetzt mit 

0 ' ! / 1 " "  , Y t  7"0'~ I ~ ' " , Y t  

Hilfe der Symmetrie und dem Wechsel auf zul~issige Metriken. 

8 Die N6ron-Tate Hohe 

8.1 Es sei S eine Menge, auf tier das Monoid N \  {0} operiere. Weiter sei 6 E (R+) s 
und es gebe eine reelle Zahl ct mit 6(n8) _< n~6(s) ftir alle s E S. Die Selbstabbildung 
yon S, welche durch die Aktion yon n < N \ {0} gegeben ist, wird im folgenden 
mit . k  bezeichnet. Ein Element h aus 1K s heigt &quasihomogen vom Grad ~, falls 
h o A~ =_ ni3h, mod 6 bez~glich der in 7.1 eingefiihrten Aquivalenzrelation gilt far alle 
,~ ~ n \ {o}. 

8.2 Hilfssatz. Gilt ~ < fl und m E N \ {0, 1}, so konvergiert fiir alle .s E S die Folge 
m- '~h(m"  s), u E N, in den reellen Zahlen. 

Beweis. Ftir u ,#  E N setzen wir A,,,~, := Ira-~("+mh(rnU+Vs) - m- i~h (m"s ) [ .  
Dh a h 6-quasihomogen ist vom Grad /3, gibt es eine Konstante C,~ > 0 mit 

o A,,~ - m~hl <_ C~,& Damit hat man far # _> 1 

- _<  
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Weiter gilt 

zusammen ergibt sich die Ungleichung 

Summation ergibt 

1 - m (~ 3)~ g(s) < C, ,~  m,~_z~ 'm,((~-f~)~g(.s) 
A ,~ <_ C .  ,m,-~m, (c~-i~)v 1 - rn ((~-~) - 1 - 

und daraus folgt, dab die zu untersuchende Fotge eine Cauchy-Folge ist, da o : - /3  < 0 
vorausgesetzt war. 

8.3 Hilfssatz. Die Grenzfunktion h ist die einzige homogene Funktion aus ~ '  yore 
Grad 13 mit h =- h rood 6. lnsbesondere ist "h unabhiingig yon m. 

Beweis. Aus dem Beweis von (8.2) folgt die Existenz einer von jL unabhfingigen 
t �9 Konstanten C~ mit A0, ~ < C~,~6(s). Daher gilt 

]h(s) h(s)[  = ,,-~,~lim A0, ~ _< C'~,~6(s) 

und das bedeutet h = h mod 6. Far n C N \ {0} gilt 

h ( n s ) = l i m  m ~ { n ~ h ( m ' s ) + h ( n m " s ) - n l 3 h ( m ~ s ) } .  

Die Ungleichungen 

Ih (nm"  s) - n ; ~ h ( m  " s)l < C; ,6(m"s)  < C,W~""5(.s) 

und a < l /f t ihren somit auf h(nz )  = nC~h(.s). Damit ist die Homogenit~it gezeigt. 

Sei h ebenfalls eine homogene Funktion vom Grad/3, welche ~iquivalent zu hist .  
Da die Konstante C aus der Recbnung 

nicht yon n abh~ingt, folgt h(s) = h(s) nach Ubergang n --+ oo. Dies beweist die 
Eindeutigkeit. 

8.4 Bemerkung. (8.2) und (8.3) bleiben ricbfig, wenn man nur (5 o A~ < Cn~(5 (C 
unabh~ingig yon n) fordert. 

8.5 Das obige wird nun auf eine abelsche Varieffil A fiber K angewendet. Dazu sei S 
die Menge Zt (A  ) und die Aktion N\{0}  x 5' ~ S sei gegeben durch (n, Z) ~ [n] ,Z .  
wobei [n] : A ~ A die Multiplikation mit n bedeuten soil. Die Abbildung [n] ist far 
a l l e n  E Z definiert. Ftir symmetrische Jff0,--.,.-J/~t ~ Pi%(A) gilt 

t 

6./+.o ...... / + , ( [ ~ ] . z )  - -  y~ a/~o ...... /+. ._, , . /~.+,  ...... /+~ (l[,q,Zl) 
i = 0  

t 

< d ~2 n2 - -  . / /@ .. . . . .  //~,? ,,./~/zn?l . . . . . .  / ~ r = ( I z l )  
i = 0  
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und deshalb gilt zusammen mit Mumford 's  Formel [La, Lemma 5.2.6] ftir ct :=  2t 

~./z0 ...... /4  ([n]* Z )  <- n~  6 & ...... /z~ (Z )  . 

Aus (7.3) und (7.4) folgt 

h / / ,  0 ...... /z, ([13,] ,Z) ~ h//q;~2 ... . . .  //,)p2 ( Z )  

--= nZr ...... & ( Z ) m ~  /go ...... /gt (Z) ,  

und damit ist fl = 2l + 2. Die Vorbetrachtungen dieses Abschnittes zeigen, dab es 
genau eine Funktion h./z0 ..... //~t ~ L~Z~(A~ gibt mit 

h.  /Z 0 ...... /;Q 0 [?2], : t~2t+2~./Z ~ ...... / i  t 

und 

//~o ..... x~ ~ h,/z o ...... & mod 6./~ o ..... & 

fiir a l l e n  E N. 

8.6 Satz. Es exis t ier t  genau  eine mul t i l ineare  A b b i l d u n g  

: {.//~ c Pic(A) ],//~ symmetrisch} '+1 

---* { f  ~ R z'r I Vn ~ N =7 f o [n ] ,  = n2t+Jf} 

mit h / 4 ,  ..... //,~ =- h/go ..... //~ rood/~.//,o ...... z t  f i i r  al le  ge raden  E l e m e n t e  . / 5  o . . . .  , . / /~t 
aus Pi%(A). 

Beweis .  H :=  {.//~ c Pic(A) I .//~ gerade} ist eine Untergruppe yon Pic(A). Da A 
projektiv ist, gibt es ein sehr amples .fr E Pic(A). ,,g~ :=  . ] g ' @  ( -1)* .7- / '  ist gerade 
und sehr ampel IHa, Ex. II.7.5d]. Aus (8.5) wird klar, dab die dort konstruierte 
Funktion der einzige Kandidat  far  die Einschr~inkung tier gesuchten Abbildung auf 
(P icb (A)NH)  t+J ist. Fiir Elemente ~ o  . . . .  , .,,~j, . / ~  aus P i c b ( A ) N H  gilt wegen Satz 7.3 

und die linke Seite ist homogen vom Grad 2t + 2. Dies zeigt, dab h eine multilineare 
Abbildung yon (PiCb(A) N H)  ~+1 nach ~ z t ( a )  ist. Zu j e d e m , / Z  E H existiert eine 
natfirliche Zahl m m i t .  ,~g | .Y#" C Pi%(A) N H.  Somit laBt sich jedes Element von 
H als ,Differenz" yon zwei Elementen aus PiCb(A) N H schreiben. Mit den gleichen 
Argumenten wie im Beweis yon Satz 7.5 folgt die Existenz und die Eindeutigkeit der 
Fortsetzung yon h auf H t+l. 

8.7 Definition. Die H6he h heiBt N6ron-Tate H6he. 

8.8 Korol lar .  Fiir  e inen  H o m o m o r p h i s m u s  c? : A '  ---+ A a b e l s c h e r  Varietdten t iber Is  
und E lemen te  . H~o, . . . , . / { t  aus  H gi l t  

h~*./~o ..... ~ * . / 4  = h. 7/,o ...... /4  o ~ ,  . 

Insbesondere  is t  h./l;o,...,./4 h o m o g e n  vom G r a d  2 t  + 2 f i i r  a l l e n  C Z.  

Beweis .  Es gilt 

~' I~o ...... / 4  o ~ ,  o [ n ] ,  = h / Z  o ...... f& o I n ] ,  o ~ ,  = n 2t+2 ~.//~o,...,//-~ o ~r 
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und falls alle .,J~j basispunktfrei sind, so hat man nach (7.4) 

h./g0 ...... /& o p ,  -- h~*./4,...,p*./dr m~ " 

Die Behauptung folgt jetzt aus (8.5) und (8.6). 

8.9 Bemerkung. Nach Proposition 5.3 und nach Konstruktion darf man die N6ron- 
Tate HOhe h e/,0 ...... /4 bezfiglich S d 0 , . . . ,  ,JJ/~t, e H ansehen als reelle Funktion auf 

Z t (AQ). Deshalb kann man such annehmen, dab die abelschen Varietaten tiber dem 

algebraischen Abschluf; Q definiert sind. 
Mit den genau gleichen Argumenten lal3t sich h s/~0 ...... & einffihren, wenn ein 
Geradenbtindel ungerade und alle anderen symmetrisch sind. Die N6ron-Tate Hi3he 
ist dann homogen yore Grad 2t + 1. ZusammengefaBt erh~ilt man also eine N6ron- 

Tate H6he h//~0,..-,./4' wenn man t Geradenbtindel ans H w~ihlt. Dabei bleibt die 

Funktorialitat (8.8) gtiltig. FOr t = 0, .J~ E Pic(A) und :~ C A(Q)  folgt direkt aus der 

Konstruktion, dab h,//~(.T) gleich der in der Einleitung erw~ihnten N6ron-Tate HOhe 
des Punktes x bezfiglich .Jd [La, Theorem 5.3.1] ist. 
Gegeben sei ]etzt eine abelsche Variet~it fiber Q und tin t dimensionaler Primzyklus 
Z von A. Der Stabilisator von Z wird mit Stab(Z) bezcichnet. 

8.10 Proposition. FOr symmetrische Elemente ~,S/~o~...,~J/,t aus Pic(A) und m C 

Z \ {0} gelten diefolgenden Eigenschaften. 
a) [ m ] , Z  = I Ker[m] 71Stab(Z)l Z; 

b) h//~o ...... & ( [ r e [ Z ) -  [Ker[m] N Stab(Z)[ lm2tl2h/x ~ ...... //~t(Z); 

C) h / g 0  ...... /Lt([m]*Z) __ ~2(d imA t I ) ~ / Z  ~ ..... rAt(Z); 
d) ist x E A(Q)  ein Torsionspunkt, so folgt h.//v ...... //,,(Z + x) - h /~o ...... &(Z);  

e) es gilt h & ...... & (Z) = O, falls Z ein Translat einer abelschen Untervarietiit 
mit einem Torsionspunkt ist. 

8.11 Bernerkung. Philippon [Ph2, Proposition 9] hat diese Eigenschaften bewiesen 
fiir die in seiner Arbeit eingeftihrte kanonische H6he h~ ,  wobei Z ein sehr amples 
symmetrisches Geradenbtindel ist mit dessen Hilfe man A als projektiv normale 
Untervariet/it yon P '~ einbetten kann. In dieser Proposition hat er such gezeigt, dab h 
durch b) und durch die )kquivalenz zu seiner vorher definierten H6he charakterisiert 
wird. Wie schon in der Einleitung erw~ihnt wurde, ist letztere H6he ~iquivalent zu 
h z  ..... ~ [Sol, Th6or~me 3] und deshalb mug die kanonische H6he h ~  gleich der 
N6ron-Tate H6he aus dieser Arbeit sein. 

Beweis yon (8.10). Mit Mumford's Formel [La, Lemma 5.2.6] und einem Resultat 
yon Hindry [Hi, Lemma 6] fotgt a). Aus (8.8) und a) erh/ilt man b). [m] ist eine 
Isogenie yore Grad r~'z 2dim A und damit surjektiv, endlich und flach [Mi, 8.1, 8.2]. Aus 
[m] . [m]*Z  = m}aimaZ [Fu, 1.7.4] und (8.8) folgt 

h. & ...... & (Z)  = m - 2  dim A~./dO ...... & ([HL], [7i'~1 * Z )  

__ m 2 ( t + l - d i m  A)~.//~0 ...... & ( [ m ] *  a ) .  

Wenn m ein ra-Torsionspunkt ist, dann gilt [m] , (Z  + x) = [m.],Z, und der Punkt d) 
ergibt sich somit aus der Homogenit~it (8.8). In e) daft man wegen d) annehmen, dab 
Z eine abelsche Untervariet~it ist, und aus b) folgt dann e). 
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