Math. Ann. 298, 427-455 (1994) Mmma"scne
Annalen

© Springer-Verlag 1994

Hohentheorie

(mit einem Appendix von Jiirg Kramer:
Eine alternative Begriindung der Néron-Tate Héhe)

Walter Gubler
Forschungsinstitut fiir Mathematik, ETH-Zentrum, CH-8092 Ziirich, Schweiz

Eingegangen am 7. Oktober 1992

Mathematics Subject Classification (1991): 11G99, 14G40, 14K15

0 Einleitung

Als wesentliches Hilfsmittel in der Diophantischen Geometrie hat sich die Hohe eines
rationalen Punktes erwiesen. Sie mif3t in gewissem Sinn die arithmetische Komplexitét
dieses Punktes und wird gebraucht um die Verteilung der rationalen Punkte in einer
Varietdt iiber einem Zahlkorper zu kontrollieren. Als Illustration sollen folgende
Beispiele erwidhnt werden: Northcott [No] hat 1949 gezeigt, daB die Menge der Punkte
von P™(QQ) mit beschrinkter Hohe und mit Koordinaten in einem Zahlkérper von
beschrianktem Grad endlich ist. In den verschiedenen Beweisen des Satzes von Faltings
iber die Mordell-Vermutung geht jeweils entscheidend die Theorie der Hohen ein.
Fiir eine Ubersicht dieser aktuellen Arbeiten wird der Leser auf den neuen Appendix
der dritten Auflage von [FW] verwicsen. _

Wiederholen wir doch zuerst die Definition der Hohe h eines Punktes P € P*(Q)
mit den homogenen Koordinaten (¢, . .., o,) aus dem Zahlkdrper K. Sei M die
Menge derjenigen Absolutbeirige v von K, welche im archimedischen Fall den
euklidischen Betrag von @ fortsetzen und im Fall einer Primzahl p € Nmit v | p

. . 1 .
bestimmt sind durch [p|, = > Dann definiert man

[Kv:Qol
h(P) = [K Q] UEXM: log max |ai|v ,

wobei K, und Q, die Vervollstindigungen von K und Q beziiglich » sind. Die Hohe
ist wohldefiniert wegen der Produktformel, unabhingig von K und nicht negativ. Fiir
eine projektive Varietit X iiber Q@ und einen Morphismus ¢ : X — P™ iiber Q
definiert man h,: X (@) — R durch z — h(p(x)).

Die grundlegenden Untersuchungen dieser Hohen hat Weil durchgefiihrt [We] und
festgestellt, daB h,, bis auf eine beschrinkte Funktion nur von der Isomorphieklasse

des Geradenbiindels ™G n(1) abhingt. Definiert man jetzt h, als Aquivalenzklasse
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von h,, in RX@ /{beschrinkte Funktionen}, dann prisentieren sich seine Resultate

folgendermafien (s. [La]): Die Zuordnung ¥ — h ., induziert kanonisch einen
Homomorphismus

h : Pic(X) - R¥@ /{beschrinkte Funktionen}

und h ist funktoriell. Spﬁtep.hat Néron festgestellt [N€], daB es auf einer abelschen
Varietit A iiber QQ in jeder Aquivalenzklasse genau eine quadratische Funktion gibt.
Dies fithrt zu einem Homomorphismus

71 : Pic(A) — {quadratische Funktionen auf A(Q)} .

h ., nennt man die Néron-Tate Hohe zum Geradenbiindel ¥ . Nesterenko und Philip-
pon [Ph1] haben den Hohenbegriff ausgedehnt auf Untervarietiten V von P’é}, indem

sie die Hohe einer solchen definiert haben als die Hohe des zugeordneten Chowpunk-
tes. Damit li#Bt sich zum Beispiel der Satz von Northeott sofort fiir Untervarictiten
verallgemeinern. In [Ph2] wurde festgestellt, daB fiir einen Isomorphismus ¢ von Pé

die Ungleichung
[R(V) — h(p(V))] < C - d(V)

gilt, wobei d den Grad bezeichnet und C = n h(p) + (n + 6)log(n + 1) ist. Nach
Wahl eines symmetrischen sehr amplen Divisors auf einer abelschen Varietit definierte
Philippon mit dem iiblichen LimesprozeB eine Néron-Tate Hohe fiir Untervarietiten,
welche diejenige fiir Punkte verallgemeinert. Faltings fiihrte in seiner Arbeit [Fa] iiber
diophantische Approximation auf abelschen Varietéten eine andere Hohe mit Hilfe der
Arakelov-Geometrie ein. Soulé [Sol] hat gezeigt, daB} die Differenz der Faltingshohe
zur Philipponhohe gleich

1. "1
S@imV +1) Z Ed(V)
J=1

ist. Das Ziel im folgenden Artikel ist es, die oben erwiihnten Resultate von Weil auf die
Hohen fiir Zyklen auszudehnen. Dazu werden im Abschnitt 1 und 2 bekannte Resultate
der arithmetischen Schnittthcorie und i{iber multiprojektive Rdume zusammengefalt
und die Notation fixiert. Als letztes Hilfsmittel werden im dritten Abschnitt fiir ein
algebraisches Schema X Eigenschaften iiber den Multigrad bereitgestellt.

Im vierten Abschnitt wird die Hohe analog zur Arbeit von Faltings [Fa] eingefiihrt.
Dabei wird das klassische Modell P™ ersetzt durch einer Arakelov-Varietidt P, deren
harmonische Formen einen Ring bilden. Die Hohe beziiglich den zulédssig metrisierten
Geradenbiindeln %,..., #, von P ist dann eine Funktion h‘_/o,-u,% von den
Zyklen der relativen Dimension ¢ in die reellen Zahlen. Das Kernstiick des vierten
Abschnitts ist das Induktionslemma, das die Hohe eines Primzyklus Z mit der Hohe
des Divisors eines reguliren meromorphen Schnitts der Einschrinkung von ¥, auf
Z vergleicht. Die Ringbedingung fiir die harmonischen Formen wird nur fiir diescs
Lemma gebraucht. Falls P ein multiprojektiver Raum ist, dann ist die Hohe eines
effektiven Zyklus nicht negativ beziiglich basispunktfreien Geradenbiindeln.

Im fiinften Abschnitt wird fiir ein eigentliches Schema X iiber den ganzalge-
braischen Zahlen Oy von K und fiir eine Morphismus ¢ : X — P iiber O die
Hohenfunktion definiert durch b, - = =hg 7 op,. Falls X und ¢ nur iiber

PGy Lt AN a’
K definiert sind, dann nimmt man in der obigen Definition noch die abgeschlossene
Hiille des Zyklus in P. Neben der Multilinearitdt in den '; wird noch das Verhalten
unter Basiswechsel beschrieben und die Hohe eines projektiven Unterraums berechnet.
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Sind nun X und ¢ iiber O definiert, dann wird im sechsten Abschnitt untersucht,
wie stark die Hohe h- 7007 durch die Isomorphieklassen von * 7| X bestimmt
ist. Die Losung wird in der Transformationsformel gegeben, welche expllzlt die
Differenz zweier solcher Hohen als Funktion der Metrikdnderung und der ,Differenz
der Geradenbiindel iiber O, angibt. Das Hauptproblem beim Beweis dieser Formel
besteht darin, daB X keine Arakelov-Geometrie besitzt. Anstelle der arithmetischen
Projektionsformel wird deshalb das Induktionslemma angewandt. Dies fiihrt aber nur
zum Erfolg, wenn man zuerst zahlreiche Vereinfachungen durchfiihrt. Falls P ein
multiprojektiver Raum ist und alle £ basispunktfrei sind, dann laBt sich aus der
Transformationsformel die Differenz der Hohen durch die Summe der Multigrade
abschiitzen.

Dies fithrt im Abschn. 7 dazu, daf es fiir ein projektives Schema X iiber einem
Zahlkorper eine induzierte multilineare symmetrische Abbildung von Pic(X)**! in
die Aquivalenzklassen der reellen Funktionen auf den Zyklen gibt. Dabei sollen zwei
solche Funktionen dquivalent sein, wenn sich der Betrag ihrer Differenz durch ein
Viclfaches des Grades beziiglich irgendeines sehr amplen Geradenbiindels abschitzen
146t. Dieses Resultat wird aus dem scharferen Satz 7.2 gewonnen und dann wird auch
noch die Funkiorialitit der Hohen gezeigt. In der obigen Terminologie sind also die
Hohen von Faltings und Philippon dquivalent.

__ Im achten Abschnitt wird dann fiir eine abelsche Varietiit die Néron-Tate Hoéhe
by, ., fur symmetrische 7, eingefiihrt analog zum Fall ¢ = 0. Die Néron-Tate

.....

Hohe ist in der Aquivalenzklasse von h “o.....v; Charakterisiertdurch b, om, =

m2th. orvy fur alle m € Z. Damit lassen sich die Resultate aus Abschnitt 7
verschirfen, indem man auf die Aquivalenzklassen verzichten kann.

Dieser Artikel entspricht im wesentlichen meiner Dissertation an der ETH Ziirich.
Als Motivation fiir diese Arbeit diente ein Brief von G. Faltings an G. Wiistholz, in
dem vorgeschlagen wurde, die Néron-Tate Hohe mit Hilfe eines projektiven regulidren
Modells iiber Z zu untersuchen. Diese Idee wurde von J. Kramer [Kr] weiterverfolgt,

withrend ich analog zum klassischen Fall vorging.

1 Arithmetische Chowgruppen

In diesem Abschnitt werden die benbtigten Resultate aus der Arakelov-Geometrie
zusammengestellt, wobei [GS2] die Hauptreferenz ist. Sei K ein Zahlkorper und
Oy der Ring der ganzalgebraischen Zahlen. Unter einer arithmetischen Varietit X
iiber Op soll so ein regulires flaches Schema von endlichem Typ iiber Spec O
verstanden werden, daf der zu X ®, C gehorige analytische Raum X __ projektiv
ist. Diese projektive komplexe Mannigfaltigkeit ist die disjunkte Vereinigung der
[/ : Q] Mengen X, = X &_ C, wobei ¢ die Einbettungen von K in C durchliuft.
Die komplexe Konjugation induziert eine Involution F__ auf X __. Es wird spiter die
folgende Notation gebraucht:

APP(X) = {5 | n reelle Differentialform vom Typ (p,p) mit FXn = (-=1)"n},

DPP(X) = {T | T reeller Strom vom Typ (p,p) mit FxT = (-1)’T},

Z,(X) = X mit relativer Dimension ¢ iiber O},

R(X) die von {div(f) | f € K(Z)* fiir einen Primzyklus Z aus Z,, ,(X)}
erzeugte Untergruppe und

CH\(X):= Z(X)/R,(X) die zugehorige Chowgruppe.
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ZP(X) (bzw. CHP(X)) ist entsprechend definiert, wobei die Dimension durch die
Kodimension p ersetzt wird, und es wird im folgenden jeweils die besser geeignete
Graduierung verwendet. Mit Z,(X) (bzw. Z*(X)) wird die direkte Summe aller
Z,(X) (bzw. ZP(X)) bezeichnet. Falls auf die Graduierung keinen Wert gelegt wird,
so schreibt man einfach Z(X). Diese Notation wird sinngem#8 auch bei den anderen
Gruppen aus der obigen Liste beniitzt. C Il (X) ist der Quotient, welcher entsteht,
wenn man nur vertikale Zyklen und rationale Funktionen auf vertikalen Zyklen zulift.
Jeder Zyklus Z € ZP(X) definiert einen Strom 6, € DPP(X) durch

Oy(n) = /77

Zxo

fiir alle (n — p, n — p)-Formen 7. Im folgenden wird APP(X) als Teilmenge von
DPP(X) angesehen, indem man w € APP(X) mit demjenigen Strom identifiziert
der eine (n — p, n — p)-Form 7 auf [ 7 A w abbildet. Falls g ein Strom ist, dann
bezeichnet g A w denjenigen Strom, der einer Differentialform 1 das Bild g(w A )
zuordnet. Ferner seien d, @, d und d¢ die iiblichen Differentialoperatoren auf den
Stromen, welche durch die komplexe Struktur gegeben sind (vgl. [GH]).

1.1 Definition. Ein Greenscher Strom zu Z € ZP(X) ist ein Element g aus
DP=LP=1(X) mit dd°g + 6, € APP(X). Diese Differentialform wird mit w(Z, )
bezeichnet.

1.2 Beispiel. [GS1, 2.5] Sei ¥ eine invertierbare Garbe und || || eine ¥ -invariante
hermitesche Metrik auf dem von ¢ induzierten komplexen Geradenbiindel L auf X .
Die Menge der Isometrieklassen dieser Paare (%, || ||) wird mit Pic(X) bezeichnet.
Statt (£, ||) wird im folgenden meistens die kiirzere Notation % gebraucht und
auch die Klasse in Pic(X') wird so bezeichnet. Fiir einen reguliren meromorphen
Schnitt s gilt nach der Formel von Poicaré-Lelong
-2
dd*log {s]| ™% = ¢\ (L, [| D) = baivcs »

wobei auf der linken Seite s als meromorpher Schnitt von L angesehen wird, der eine
integrierbare Funktion log ||s{~2 und somit ein Element aus D*°(X) definiert. Dies
zeigt, daB log ||s|| =2 ein Greenscher Strom zu div(s) ist.

1.3 Beispiel. Aligemeiner sei Z ein Primzyklus von X und s ein reguldrer mero-
morpher Schnitt der Restriktion £ |, von .% auf Z, dann ist der Strom log [|s| =2
gegeben durch die Vorschrift

tog s % i~ [ tog sl A
Zeo
fiir alle Differentialformen 7. Es gilt die Gleichung
dd‘ log “5”_2 =6, Aei(Ly ]| D~ Saives) -

Wihlt man jetzt % = (@ mit der trivialen Metrik, dann ist f = s eine ratio-
nale Funktion auf Z, log|f|~? ist ein Greenscher Strom zu div(f) und das Paar

(div(,log | f1=?) wird mit cfi;(f) bezeichnet. Sei

Z7(X) = {(Z,9) € Z°(X) x D"~ "~1(X) | g Greenscher Strom zu Z}/
(Bild(9) + Bild(d))
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und }A?,P(X) die von der Menge {&i\v(f) | f € K(Z)* fiir einen Primzyklus Z der
Kodimension p — 1} erzeugte Untergruppe.

1.4 Definition. C I P =7 P(X)/ EP(X ) heiBt die p-te arithmetische Chowgruppe
von X .

o~ %
In [GS2] wird auf CH (X)®, Q eine kommutative, assoziative, graduierte Ring-
e K
struktur erkldrt. Falls X glatt ist iiber Oy, dann ist CH (X) sclbst cin Ring. In

P
dieser Arbeit wird nur die Aktion der ersten Chernklassen auf CH (X) gebraucht
und deshalb wird nur diese eingefiihrt.

1.5 Proposition. Die Klasse von &Rf(s) == (div(s),log [|s|| =) hdngt unter den
Voraussetzungen von (1.2) nicht von der Wahl eines Schnittes s ab. Sie wird mit

. e
(%, 1| D) bezeichnet und induziert einen Isomorphismus ¢, : Pic(X) = CII (X).

Beweis. [GS1, Proposition 2.5].

1 e
1.6 Man erhilt fiir jedes p € N eine bilineare Paarung CH (X) x CHP(X) —

o~ pt1
CH ” (X)), die durch folgende Konstruktion gegeben wird: Sei Z ein Primzyklus

von X, (Z,9) € @p(X), (N h e 1;i\c(X) und s ein regulidrer meromorpher
Schnitt von ¥ |, dann ist ¢,(¥, || |).(Z,g) die Klasse von

(div(s),log ||s|| 2 + g A e (L, || 1)

in C/'?IPH(X). Diese Definition ist unabhingig von der Wahl von s und es gilt:
D w@ (|| D2, @) =c (L, || ) Aw(Z,g)

1.7 Sei f : X’ — X ein eigentlicher Morphismus iiber O, zwischen den arith-
metischen Varietdten X’ und X, der glatt ist auf der generischen Faser. Durch die
entsprechenden Abbildungen fiir Zyklen und Strome wird ein Gruppenhomomorphis-
mus f, : 2*(X N — 2*(X ) definiert. Er induziert eine Abbildung zwischen den
Chowgruppen, welche ebenfalls mit f,. bezeichnet wird. Fiir (%, |) € lgi\c(X) und
(Z',g'y € CH (X') gilt die Projektionsformel:

L@ INAZ g = D-fl 2, d).

L8 Definition. Eine Arakelov-Varictit X ist ein Paar (X, w), wobei X cinc arith-
metische Varietit und w eine Kihlerform auf X __ ist, so daB F¥w = —w gilt. Eine
% -invariante Metrik || || zum Geradenbiindel % heift zulissig, falls ¢, (L, || ||) har-
monisch ist. Die Isometrieklassen von Geradenbiindeln mit zuldssiger Metrik bilden
cine Untergruppe von Pic(X), welche mit Pic(X) bezeichnet wird. Die Elemente von
Pic(X) wie auch ihre Reprisentanten werden mit ¥ bezeichnet.

Zu jedem Geradenbiindel % von X existiert eine zuléssige Metrik; sie ist eindeutig
bestimmt bis auf Multiplikation mit einem positiven Skalar. Wegen (1.5) ist dies eine
Folgerung der nichsten Proposition. Es sei H die harmonische Projektion von den
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Stromen auf die harmonischen Formen. Sie ist die duale Abbildung zur orthogonalen
Projektion von den Differentialformen auf die harmonischen Formen.

1.9 Proposition. Falls X eine Arakelovvarietdt ist, dann existiert zu einem Zyklus
Z € ZP(X) genau ein Element Ze ZP(X) mit den Eigenschaften:
i) es existiert ein Greenscher Strom g zu Z derart, dafi Z reprdsentiert wird durch
Z,9);
i) w(Z) ist harmonisch:
iii) die harmonische Projektion H(g) von g ist gleich 0.
Diese Definition wird in [Fa] fiir multiprojektivg Réaume verwendet und iibertrigt

sich sofort auf den Fall einer Arakelov-Varietdt. Z heilit der Arakelov-Zyklus von
Z. Es ist im folgenden zu unterscheiden zwischen der in 1.5 eingefiihrten Notation

gi;(s) und dem Arakelovzyklus di/v?s) von div(s).

1.10 Der Grad von (%, || | € I;i\c(OK) ist definiert durch

Grad(¥ ., || ||) :=log#(I'(%)/Oys) — Y _loglls ®, 1,

wobei ¢ die Einbettungen von O, in C durchlduft. Diese Definition ist unabhingig
von der Wahl des globalen Schnittes s € I"( %)\ {0}. Mit Hilfe von (1.5) erhiit man
einen Homomorphismus

1
Grad : CH (Oy) — R,

gegeben durch die Vorschrift

1
( 3 n]ZJ,g) s—»Zn]-log#K(Zj)+§g(l). (1)
7

Z, prim

Da (Spec O )., die disjunkte Vereinigung von [K : Q] Punkten P_ ist, kann g als
Funktion angesehen werden und damit ld8t sich das Bild auch als

. 1
> “n, log#K(Z;) + 5 > 9P
7 led

schreiben. Fiir K = Q ist diese Abbildung sogar ein Isomorphismus.
Fiir ein eigentliches O, -Schema X mit Strukturmorphismus 7 hat man jetzt einen
Homomorphismus

(CHy)(X) = R, Z > Grad(my(2),0),

der wieder mit Grad bezeichnet werden soll. Falls X auch noch eine arithmetische
Varietit ist, dann faktorisiert diese Abbildung auf natiirliche Art und Weise durch
den auf CH_,(X) definierten Homomorphismus Grad o7, und deshalb soll auch
letztere Abbildung mit Grad abgekiirzt werden. Die Vorschrift (1) bleibt fiir diesen
Homomorphismus sinngemif giiltig.



Hohentheorie 433

2 Multiprojektive Rdume

Im folgenden sei P :=P"0 x...xP", p die Projektion von P auf den j-ten Faktor
P™ und “ple,) i= p;‘/’]p,n,(l).

2.1 Gehen wir aus von einem Dedekindring R. dann ist die Abbildung
CH*(R)[tg,. . 1, ]/ (150", 1) — CH*(Pp),

die ¢, das Element ¢,(7 p, (e,)) zuordnet, ein graduierter Ringisomorphismus [Fu,
Theorem 3.3 and Chap. 20f.

2.2 Durch die Wahl von Koordinaten (x;)g<;<,, auf ;7 besitzt das zu “pn, (—1)
gehorige komplexe Geradenbiindel eine natiirliche Metrik [GH, p. 150] und durch Bil-

7y

dung der Dual- oder Tensormetrik erhilt man einen Homomorphismus Pic (P;”) —

lgi\c(]?’;’). Dabei ist die Norm des globalen Schnittcs x; von ¢pn, (1) iiberall kleiner
oder gleich 1 fiir alle I € {0,...,n,}.

2.3 Die (1.1)-Form zur Fubini-Study Mctrik auf ng ist gleich ¢, (5, (1), || 11) [GH,
p. 150] und damit eine Kahlerform. Die Produktmetrik von P wird zu einer Kihler-

Metrik mit assoziierter (1,1)-Form ¢, + - -- + ¢,, wobei ¢, = pJe, (e (DL 1D
H}, (P, C) ist isomorph zum Raum der harmonischen Formen [GH, p. 116] und
damit isomorph zu C[t.....¢,]/{t5"". ... .#7%1), wie dic Kiinncth-Formel [GH,

p. 104] zeigt. Dabei entspricht die Variable ¢, der harmonischen Form ¢,.

2.4 Mit (2.1) wird nun klar, daB man einen Isomorphismus CH*(PC) @, C —
H}p(Pe.C) hat, der jeder Zyklenklasse die Fundamentalklasse zuordnet. Dabei
wird ¢;(¢ p(e,)) auf die Klasse von ¢, in H} p(I,C) abgebildet. Alle obigen
Isomorphismen respektieren die Ringstruktur und die Graduierung.

3 Der Grad

Gegeben sei in diesem Abschnitt ein vollstindiges Schema X iiber dem Korper £ mit
Strukturmorphismus 7 : X — k.

3.1 Definition. Fiir jedes { € {0....,dim X} definiet man fiir ein ¢-Tupel
(“y,..., ¥, von Geradenbiindeln cinc Abbildung d., ., : CH/(X) — Z, in-

dem man einem homogenen Element «v vom Grad ¢ aus der Chowgruppe von X das
Bild

dy (@)= (e () e () .a) € CHy(k) = Z

zuordnet.

_ Die in der Definition verwandte Chemklassoperation ist in [Fu, 2.5] erklart. Die
induzierte Abbildung d : Pic(X)' — Z“H%) ist symmetrisch, multilinear und ihr
Bild ist in Hom(C H,(X), Z) enthalten.

3.2 Proposition. Sei [ : X' — X ein k-Morphismus wischen vollstindigen
Schemata iiber k und seien Sseeos Ay € Pie(X), dann gilt dyl,wyf o fy =
Lty

Beweis. Dies folgt aus der Projektionsformel [Fu, Proposition 2.5].
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3.3 Proposition. Falls die Geradenbiindel ¥, . .., ., von globalen Schnitten erzeugt
werden und Z ein positiver Zyklus ist, dann gilt d v,

Beweis. Es darf angenommen werden, dall Z ein Primzyklus ist. Die Einschréinkung
von ¥, auf Z wird ebenfalls erzeugt von globalen Schnitten und deshalb ist
¢,(%,).Z die rationale Aquivalenzklasse eines positiven Zyklus. Mit Induktion folgt
die Behauptung.

3.4 Bemerkung. Sei jetzt X ein vollstindiges Schema iiber den ganzalgebraischen
Zahlen Oy eines Zahlkorpers K. Die generische Faser von X wird mit X
identifiziert. Man hat einen Homomorphismus ¢ : Z,(X) — Z,(Xy), der jedem
Primzyklus Z den Primzyklus ZN X zuordnet. Dabei verschwinden alle Primzyklen
in den endlichen Fasern und fiir die anderen Primzyklen induziert ¢ eine Bijektion.

Sei nun z der generische Punkt des Primzyklus Z. Gilt z € X, so folgt aus
der Tatsache ¢, , = ¢, ,x, [EGA I, 3.4.4], daBl ¢ eine Abbildung zwischen
den Chowringen induziert, welche man wieder mit ¢ bezeichnet und fiir die man
$(e((£).2) = ¢, (¥ |x, )-#(Z) erhilt fiir alle £ € Pic(X).

Da CHO(OK) = 7Z ist, iibertragen sich (3.1)-(3.3) auf vollstindige Schemata
iiber Oy In diesem Fall folgt dann d,, ., (a) = d,, K((b(a)) fiir alle

« € CH/(X) und Z; € Pic(X).

X g 7tlx

3.5 Proposition. Sei L DO k eine endlich-dimensionale Kdrpererweiterung,
Hyo, £ €Pi(X) und q : X — X die kanonische Projektion. Dann gilt
Ddy 00 =IL: kld Cprenq® Sy

. *
[e] =
) doxy, ¥y, 04 Ay, .z

Beweis. Mit (3.2) und Basiswechsel von Speck auf Spec L folgt i). Die zweite
Behauptung ist eine Folgerung von i), weil q,q* der Multiplikation mit [L : k]
entspricht [Fu, Example 1.7.4].

3.6 Proposition. Gegeben seien P := P™ x - - xP"r  ein Unterkérper k von C und
£, .., € Pic(Py). Dann gilt fiir jeden t-dimensionalen Zyklus Z von P,

d%lw’%L(Z) = /cl(Ll) Ao ALy,
Zg

wobei L; das komplexe Geradenbiindel auf Fg ist, welches von ¥ induziert wird.

Beweis. Nach [Fu, Example 6.2.9] sind die Operationen der Schnitttheorie kompatibel
mit Basiswechsel und deshalb darf man annehmen, dal k¥ = C ist. In diesem Fall
weifl man aber dal die Fundamentalklasse der Divisorenklasse cl(ﬁfj) gleich der
de Rham Klasse cl(Lj) ist [GH, p. 141]. Weil nach (2.4) das Wedgeprodukt der

Fundamentalklassen dem Schnittprodukt der Zyklenklassen entspricht, folgt

/CI(LI)/\.../\cl(Lt)-: / 1 :df/,lw’%t(Z).
z LD Cl(¥0). 2
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4 Die Hohe

Uber den ganzalgebraischen Zahlen Oy eines Zahlkdrpers K sei eine projektive

Arakelov-Varietit P so gegeben, daB die harmonischen Differentialformen von P
einen Ring bilden.

4.1 Definition. Fir festes t € {—1,...,n} ist die Hohe h/A0 ‘/At(Z) eines Zyklus
Z € Z,(P) beziiglich / 01 s %t S Plc(P) definiert durch

hy D)= Grad (&,(%) .- (%)-2) -

.....

1
[K Q]
4.2 Proposition. Die Abbildung h : Pic(P)y*!  — RZP) geoeben durch
(70,..., /t) — h

o= ist multilinear und symmetrisch beziiglich aller Variablen.
70 ¢

-----

Beweis. Dies folgt aus (1.5) und (1.6).

4.3 Proposition. Seien t € {0,...,n}, (707 ...,?t Geradenbiindel von P mit
gegebener zuldssiger Metrik und Z € Z,(P) ein Primzyklus. Dann gilt fiir jeden
reguldren meromorphen Schnitt s von ¥, | ,:

. i - -
Wy 7D =hy 7, (@) — e [ togllslle (Bo) - Ay ().

Beweis. Das Element ¢, (Tét).é - d;(\s) von ﬁ{twl(P) kann in der Form (0, 77) mit
einer Differentiaiform % reprisentiert werden. Also gilt

1 ~ T ~ T ./\
71,(Z) = —:Grad (Cl(%o) "'Cl((//tr 1).(d1v(s)+(0,77)))

. 1 — -
Forn 7 l(dlv(s))+m/CI(LO)/\...ACI(Lt_l)/\n,
Poc

Ist der Arakelov-Zyklus d@) représentiert durch (div(s), k) und Z durch Z,9), so
darf man annehmen, daB 5 = log||s|| ™2 + g A ¢;(L,) — h ist. Daraus folgt

h7(n..,7¢(2) hs Oreeer 7 1(div(s)) - [I{ 0] / tog ||| (EO) ARTRARE (Etwl)

N 2[7(1:7@]’ (9(c; (L) A~ A ey (L)

—h(e,(Lo) Ao A (Ly 1))

Da die beiden letzten Summanden wegen der driiten Bedingung aus (1.9) gleich Null
sind, folgt die Behauptung.

44 Sei jetzt P = P Xoy X0y IP’”; ein multiprojektiver Raum und auf jedem
Faktor seien Koordinaten gegeben wie in (2.2). Mit der Kihler-Metrik aus (2.3) wird
P zu einer Arakelov-Varietit P. Man hat einen wohldefinierten Monomorphismus e
von der freien abelschen Gruppe A mit Basis e;, 0 < j < r, in die Geradenbiindel

mit zuldssiger Metrik von P, welcher €; das Geradenbundel &, p(e ) mit der in (2.2)
erwihnten Metrik zuordnet.
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4.5 Proposition (Faltings, [Fal). Gegeben seien natiirliche Zahlen m, " 0<i<r
und 0 < j < t. Dann ist die Hohe eines effektiven Zyklus Z der relativen Dimension

;€5 geserzt wurde.

J— i T
t beziiglich ¢ (o), . .., (" (cv,) nichr negativ, wobei v, '= 3 m
=0
Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei Z prim. Fiir jedes j € {0,...,t}

existiert eine Standardkoordinate x , von P" , welche auf Z nicht identisch ver-

schwindet. Fiir den globalen Schnitt s := " ...z von ¢ (c,) ist die Norm nie
groBer als 1 (s. (2.2)). Durch induktives Anwenden von Proposition 4.3 folgt mit

/ log [lsller (7)) A~ Ay (7 () <0
J |

die Bchauptung, weil der Fall £ = —1 trivial ist.

5 Hohen induziert von einem Morphismus

Gegeben seien ein algebraisches Schema X iiber Oy, P wie in Abschn. 4 und ein
eigentlicher Morphismus ¢ : X — P iiber O .

5.1 Definition. Fir t € {—1,... dimX}, Z € Z,(X) und %,.... %, € Pic(P)
setzen wir

h A(Z) = }L/A ,Z(W*(Z)) .

PRI Qoo

Falls X und  nur iiber K definiert sind, dann ersetzt man in der obigen Definition
den Zyklus ¢,(Z) durch seine abgeschlossene Hiille in P. Die beiden niichsten
Propositionen sind in beiden Fillen giiltig.

5.2 Proposition. Die Abbildung h, : Pic(P)it! — RZX), (52(7,..., ‘/,At) —

h —~ -, ist multilinear und symmetrisch.
Oy Yt

Beweis. Dies ist eine Konsequenz aus (4.2).

Die ndchste Proposition zeigt das Verhalten der Hohe unter Basiswechsel. Dazu
sei L eine endlich-dimensionale Korpererweiterung von K und (R, S) € {(K, L),
(O, Op)}. Die Strukturmorphismen werden mit 7 bezeichnet, ferner seien X und ¢
iiber R definiert. In dem kommutativen Diagramm

s m
X Py,

0,

"

X P Ok

seien der Morphismus g durch die Inklusion Oj C O, gegeben und die Morphismen
¢’ und ¢ durch Basiswechsel induziert.

5.3 Proposition. Es gelten die folgenden zwei Eigenschaften:

H . ’"o_ . N -
D g Gy @G =W KR (Z) ()
"%

i hws;q’*({/;) ,,,,, q’*(Z)Oq _hﬂo;‘/j(;v---»;.t\.
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Beweis. Dies zeigt man mit Hilfe der arithmetischen Projektionsformel (1.7) analog
wie die Proposition 3.5.

5.4 Sei V ein t + 1 dimensionaler Unterraum von @"H und P(V) C ]P’éf die
Projektivierung. Wir wollen die Hohe von P(V) beziiglich den ¢ 4+ 1 metrisicricn
Geradenbiindeln ¢ .. (1),...,7 pn(1) berechnen. Da in diesem Beispiel nur Hohen
beziiglich diesen Standardbiindeln betrachtet werden, verzichten wir auf die Indizes
und bezeichnen zum Beispiel die Hohe von P(V) mit A(P(V)). Die Varietit P(V') ist
iiber einem geniigend groBen Zahlkérper K definiert und A(P(V')) ist dann die Hohe
des entsprechenden Zyklus iiber K. Proposition 5.3 zeigt, daB diese Zahl unabhiingig
ist von der Wahl des Zahlkorpers K. Wir diirfen somit annehmen, dal V ein ¢ 4 1
dimensionaler Unterraum von K™*! ist. Fiir eine Basis . . . . ,a, von W soll P,

ag,-..,G¢
der Koordinatenvektor von ay A . .. Aa, beziiglich der Standardbasis von AT (K1)

sein. Die Eintrdge von P, . induzierten Punktes Py, in P( A+ (K7+')) heiien
die Pfliickerkoordinaten von V. Es sei P ein Punkt aus P™ mit Koordinatenvektor

a = (ag,---;a,,) € K™ und v eine Stelle aus der in der Einleitung definierten
Menge M .. Mit der Bezeichnung

max |a,{,  falls v nicht archimedisch
=U,....m
. 172
|Q|1: = m /
S eyl? falls v archimedisch
=0

definieren wir durch

[Ky:Qul
(P = [K i > loglal,

vEM ¢

eine Hohe, die dquivalent ist zu der in der Einleitung beschriebenen Weilhdhe. Zur
Tlustration beweisen wir das folgende in [BGS] erwihnte Resultat:

5.5 Proposition. (siche [BGS)) Die Hihe des projektiven Unterraums P(V) wird
gegeben durch
1
hPV) =R'(Py) + =

]
5| —

=1 k=1

Beweis. Sei W ein Unterraum von V der Kodimension 1. Um die gewlinschte Aussage
zu beweisen, geniigt es offensichtlich die Formel

\ , , , [ 1
R@V)) = hBOV)) = 1 (Py) = K (Py) + 5 ; 3 @

herzuleiten. Falls dabei W der Nullraum ist, soll P(W) der Nullzyklus und P, der
einzige Punkt von P2 sein. Mit den richtigen Konventionen ist dieser Fall im fol-
genden Beweis eingeschlossen. Wir bezeichnen mit Z (bzw. Y') den ZariskiabschluB3
von P(V) (bzw. P(WW)) in IPO Es existiert eine Linearform s auf K™*!, deren
Binschrinkung auf W im Gegensatz zur Einschrinkung auf V' verschwindet. Dieses
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lineare Funktional kann identifiziert werden mit einem globalen Schnitt von %, (1).
Es gilt dann nach Proposition 4.3 und mit der Notation aus 2.3

. 1
h(Z) = h(le(S)Z) - [—I-{———(@‘]‘Z/ log HS”Ctl . (3)

Zuerst wollen wir nun div(s).Z — Y berechnen. Es ist klar, da} dieser Zyklus
gleich den vertikalen Komponenten von div(s).Z ist. Sei R der Bewertungsring einer
nichtarchimedischen Stelle v aus M. Nach einem Satz aus der Elementarteilertheorie
findet man eine Basis by, ...,b, von V N R™*! so, daB b,...,b,_, eine Basis von

W N R**! ist. In der Notation wird unterschlagen, dafl diese Basis von der Stelle v
abhingt. Bezeichnen wir mit k(v) den Residuenkdrper von v, dann sind die Bilder
by, - - ., b, unter der Reduktionsabbildung R™1 — k(v)**! eine Basis des Bildes V

von V D1e Faser von Z iiber der Stelle v ist gerade gleich P(V) C Pi.,- Ebenso gilt
Yiy = P(W) und W besitzt die Basis b, . ..,b, ;. Damit schlieBen wir

'Pbo ----- bt’vz [Pbo ----- bt—livz L. )

Die Multiplizitdt von Zy,, in div(s).Z ist gleich der Ordnung von s(b,) im diskreten
Bewertungsring 1. Die Proposition 6.2 und (1.10) zeigen, daB§ die Hohe von Zy,,

1
gleich ————— log#k(v) ist. Zusammen ergibt sich die Formel

(K : QI
. 1 "y
AY) = h(div(s).2) = o S log |5, )

wobei v alle nichtarchimedischen Stellen von M durchlduft. Wir schreiten nun zur
Berechnung des Integrals in (3). Mit Hilfe von [St, Lemma 2.1] findet man
11
" - — — —_
[ roglaler =-33- 2 ©

P =17

Sei ¢ eine Einbettung von K in C und v der zugehdrige archimedische Betrag. Es
existiert eine orthonormale Basis bg,...,b, von V & _ C derart, daB b,...,b,_, in
W ®, C liegt. Wegen der U(n + 1, C)-Invarianz der Chernform ¢, ist die Gleichung

11
log sllct = log [sb,)], = 5> > %)
Z®sC J=1

eine Folgerung von (6) und Proposition 3.6. Als Zwischenresultat aus (3), (5) und (7)
halten wir

1 R 1 : 1
MRV ~ hEOV)) = ~ e 3 log [s(b) |1 4 EZ} (8)

fest. Unabhingig von der Wahl einer Stelle fixieren wir jetzt eine Basis ay,...,q,
von V mit der Eigenschaft a,,...,a,_; € W. Man hat die Darstellung

t
a; = E cjkbk
k=0
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mit eindeutigen Zahlen ¢, aus K, und es gilt ¢, = -+ = ¢, ,_; = 0. Wir bezeichnen
mit C' die (t + 1) x (¢ + 1) Matrix (c;;) und mit (D) diejenige ¢ x ¢ Untermatrix von
C, die man durch Streichen der lctzten Zeile und der letzten Spalte erhilt. Wegen
der Orthonormalitit gilt (4) auch fiir archimedische Stellen. Deshalb folgt aus den 3
Gleichungen
Pao)_wﬂt = det(C)P,,O’__”bt
P = det(D)P, 4,

Ay @y

s(ay) = ¢, 8by)

die Beziehung
Is(bt)l'v‘PU/Ov---»at‘U = ‘S(a )\11‘ ags-- at—llv ’ (9)

Die Formel (2) ist nun eine Folige von (8), (9) und der Produktformel.

6 Die Transformationsformel

Gegeben sei in diesem Abschnitt ein Zahlkorper K. Unter P und P " sollen Arakelov-
Varietiten iiber O verstanden werden, deren harmonische Formen einen Ring bilden.
Mit 7 sollen alle Strukturmorphismen bezeichnet werden.

6.1 X sei ein elgentllches Schema iiber Oy . Weiter seien ¢ : X — P ein O-

Morphismus und 7o / € Plc(P) Im folgenden soll untersucht werden, wie
stark die Isomorphieklassen

=9 (7,)] € PieX) 0<j<t)

die Hohe h T T bestimmen. In der nichsten Proposition sollen die Schnittope-
Q-

rationen in C'Hml(X ) gebildet werden. Der Homomorphismus Grad wurde in (1.10)
eingefiihrt,

6.2 Proposition. Unter den Voraussetzungen von (6.1) gilt fiir jeden vertikalen Zyklus
Ze Z(X):

hydo 78y =

T Grad (¢, (. Zy) ... c,(.7).Z) .

1
(K:Q]

Beweis. Da Z vertikal ist, gilt

(K : Qlh 7(2) = Grad (,( %) .. € (%) (942, 0))

@700
und dies ist gleich
Grad(e| (%) . .. ¢, {%).04 Z) .

Aus der Projektionsforme! folgt damit die Behauptung.
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6.3 Lemma. Gegeben sei jetzt ein vollstindiges Schema X iiber Oy (bzw. K), ein
Morphismus o : X — P’ iiber OK (bzw. K) und ein Morphismus a : P' — P

iiber Oy, sowie Geradenbundel /0,. o %t von P mit zuldssiger Metrik. Falls die
Metriken von []- = ,*(/fj)7 0 < j <, zuldssig sind, dann gilt
haow;70,...,7t = hw:?é,...,?; ’

Beweis. Es darf angenommen werden, daB X = I’ ist. Der Beweis wird mit Induktion
nach ¢ gefiihrt. Proposition 6.2 zeigt die Behauptung fiir ¢ = —1. Sei Z ein Primzyklus
von P’ der relativen Dimension ¢, dann existiert ein reguldrer meromorpher Schnitt
s von ¥, |,z - Nach Proposition 4.3 und mit der Induktionsvoraussetzung erhilt
man:

haivcg,.7,(4) = '/0 _ (div(s)) — / log {Isflc; (Lo) A ... A ¢y (Zt—l)
=h,7,..7, l(div(a*s)) - / log |Islle, (Ly) A+ .- Ae(Ley)
a*(Z)oo
=h,z 7 (divia"s) - / a*(log lsDe; (L) A Aey(Z,_p)
Zix

und damit folgt die Behauptung.

6.4 Korollar. Gegeben seien ein vollstindiges Schema X tiber ()A (bzw. K), ein

Morphismus ¢ : X — P iiber Oy (bzw. K) und Elemente /07 ey / aus Pic(P).
Weiter sei p, die k-te Projektion vom i-fachen Produkt P' auf P wid A P — P!
der Diagonalmorphismus, dann erhdlt man

h —N=h_o 5 .
Aogﬂpo (/0) ..... pz((’lt) @G
Beweis. Die Voraussetzungen von Lemma 6.3 sind erfiillt fiir a = A.

6.5 Korollar. Gegeben seien ein vollstindiges Schema X iiber Oy (bzw. K) und
zwei Morphismen p : X — P, : X — P’ iiber Oy (bzw. K), sowie (2;, e ZTE
lgi\C(P). Bezeichnet p die Projektion von P x5 PaufPund pxv: X — P X0 P’
den kanonischen Morphismus, so gilt:

hwxw:p*(%)y-.-,p*(’a) = hwvf/onw-,'/Af'

Beweis. Falls alle Metriken zulédssig sind, kann man Lemma 6.3 mit ¢ = p anwenden.
Fiir den allgemeinen Fall benutzt man das nachfolgende Lemma, in dem stirkere
Bedingungen an den Morphismus a gestellt werden, die aber hier wegen der Kiinneth-
Formel [(GH, p. 104] erfiillt sind.

6.6 Lemma. Gegeben sei ein Morphismus a . Y' — Y von arithmetischen Varietéten
iiber O, mit der Eigenschaft, daf3 nach Basiswechsel auf C a glatt ist und sowohl a*.
wie auch (a, )* die harmonischen Formen wieder in harmonische Formen uberfuhren

Fiir //O7 R /;t € PlC(Y) und Z & Z,(Y") gilt dann:
D) ax(2) = ay(2);
D A ox (%) e (7) = Pt i



Hohentheorie 441

Beweis. Da a_, glatt ist, ist a*(Z) in Zt(Y) wohldefiniert. Die Bedingungen an die
Transformationen der harmonischen Formen implizieren sofort i), und ii) folgt aus i)
mit Hilfe der arithmetischen Projektionsformel (1.7).

6.7 Im folgenden Satz miissen verfeinerte Chernklassoperationen gebraucht werden.
Die erste Chernklasse eines Geradenbiindels auf dem eigentlichen O -Schema X
induziert eine Aktion auf C' H (X), die den iiblichen Rechenregeln geniigt. Gegeben
sei ein Geradenbiindel ¢ mit einem Isomorphismus ¢ : & |y Oy, . Das Urbild
von 1 ist ein reguldrer globaler Schnitt s von ¥ |XK' E := (¥ .9) induziert jetzt
einen Homomorphismus CH(X) — CHg (X), Z +— E.Z, durch die folgenden
Vorschriften: Fiir einen horizontalen Primzyklus Z hat s |ZK genau cine Fortsetzung
zu einem reguliiren meromorphen Schnitt s von Z und man setzt E.Z := div(s). Fiir
einen vertikalen Zyklus Z sei E.Z 1= ¢{(#).Z. Das Produkt £.Z ist auch additiv in
E und kommutiert mit der Aktion der ersten Chernklasse eines Geradenbiindels.

Gegeben seien jetzt zwei O -Morphismen ¢ : X — P, ¢ : X — P’ und Jewells mit

zulasmgen Metriken versehene Geradenbiindel ¥, ..., 7, von P und 7 01 %t,
von P so, daf} es einen Isomorphismus
;4 \,K—Mp*%J lXK 0<j<h

gibt. Fiir jedes j € {0....,t} hat man ein Paar E, := (y* %) ® ¢* ‘/ffl.,ﬁ]) mit
obigen Eigenschaften, wobei ¢, von 6§, induziert wird. Zur Vereinfachung werden von
jetzt an ¢* ) | und p* ¥ |y mit Hilfe von 6 identifiziert. Der Quotient der

Pullbackmemk von ¥ JI durch die Pullbackmetrik von , st eine positive Funktion
g, auf X oo

6.8 Satz. Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von (6.7) gilt fiir jeden Zyklus
Z von X der relativen Dimension t:

h 70 .... 7{(Z)~hw;// ‘‘‘‘‘‘ % '(Z):Alp(l'wGﬂ/J’b”
mit
R - e
Ay ::fz o (W L) A A (WL, ) Alogg,
(K Ql
J= Zoo
A (r](gp*EJH) ALUA ('l(¢*it)
und
1
G = ——
K Q]

t
xZGrad(cl(w*%(;) c(u /'_l)E c(np y;+1) cl((p*%i).Z).

§=0
Beweis. Falls 4 e¢in Morphismus ist, welcher dic analogen Bedingungen wie « erfiillt,
dann gilt
Ay = Apy T Ay,
v GWIJ + qu
Dies folgt aus einer einfachen Rechnung, welche den Satz von Stokes (bzw. die
Kommutativitit der Schnittoperationen) benutzt. Daher sind beide Seiten der zu
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beweisenden Formel additiv. Damit 148t sich die Ausgangslage in der folgenden
Weise systematisch vereinfachen: Durch Ersetzen von ¢ und v durch ¢ x 1 darf
man zunichst dank der Additivitit und wegen Korollar 6.5 annehmen, daB P = P’
und ¢ = % ist. Da jedes Geradenbiindel von P sich nach einem Satz von Serre
[Ha, I1.5.17] als ,Differenz* von zwei basispunktfreien schreiben 148t, kann man
durch synchrone Wahl dieser ,Differenzen und durch Ausnutzung der Multilinearitét
weiter erreichen, daB alle ¥, und YJ’ basispunktfrei sind. Wir lassen die Bedingung
= 1 vorerst fallen und diirfen wegen der Additivitit den Morphismus 3 so wihlen,
daB +* die globalen Schnitte von ¥/ surjektiv auf die globalen Schnitte von 1* 94]’
abbildet. Die Konstruktion von 1 geschieht mit Hilfe von [Ha, II.7.1], indem man
fiir P’ einen geeigneten multiprojektiven Raum wiihlt. Mit dem gleichen Argument
wie anfangs darf man wieder P = P’ und ¢ = ¢ annehmen. Dank der Additivitit
ist es jetzt schliefilich erlaubt, die Behauptung in { + 1 Schritten zu beweisen und
pro Schritt nur ein Geradenbiindel zu 4ndern. Ohne Beschriankung der Aligemeinheit

setzen wir also % ; = Y]/ fiir alle j € {0,...,¢t — 1} voraus. Nach Proposition 6.2
gilt die Behauptung fiir alle vertikalen Zyklen, so daf} wir im folgenden fiir Z
einen horizontalen Primzyklus nehmen kénnen. Indem man X durch Z ersetzt, darf
man annehmen, dal Z = X ist. Es existiert ein globaler Schnitt s von ¥,, der
auf (Z) nicht identisch verschwindet. Wenn man s durch ein geeignetes von Null
verschiedenes ganzzahliges Vielfaches ersetzt, dann existiert ein globaler Schnitt s’
von %/ so, daB @*(s") und ¢*(s) auf der generischen Faser libereinstimmen. Aus (6.7)

folgt
E,. 7 = div ((p* (s')) —div (cp* (9))
Die Proposition 4.3 zeigt, daff
h 7,2 =hz, 7, {div(s).p(2))

1 T g
TIK:Q] / log|slic, (Eg) A+ Aey (L))
‘P*(Z)oo

(24 1O

gilt. Wendet man beim Integral die Transformationsformel an und ersetzt s durch s/,
so erhilt man dafiir

/(30*(103 [I'l) = log @n)ey (0 Lo) A+ Aey (9 Ly_y).
Zoo

Substituiert man in hyjo‘m’;;f_l(div(s).go*(Z)) ebenfalls s durch s’ mit Hilfe der
Projektionsformel, so ergibt sich mit Proposition 6.2

1 )
ok %o *
hv;%’w;z/t_](dlv(ga (s — K 0] Grad(c; (™ %) ... ;™ %,_).E,.Z).

AuBer der Substitution machen wir jetzt alle Umformungen riickgéngig mit s anstelle
von s und erhalten fiir h @S gy Qt(Z) insgesamt

1
074D T KO

h Grad(c,(p* %) ...c/(¢* %4, ).E,.2)

1
+m2/ ogg, e, (p*Eg) A A (0 E,_ ).

Dies ist nichts anderes als die Behauptung.
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6.9 Fiir multiprojektive Riume P und P ! (wie in (4.4)) ist es nun das Ziel, die rechte
Seite der Formel in Satz 6.8 abzuschitzen. Dabei ist es sinnvoll, alle ¥, und %!
als basispunktfrei und Z als horizontalen Primzyklus vorauszusetzen (vgl. (6.1) und
(6.2)). Weiter darf man annehmen, dal X integral (und horizontal) ist (z.B. X = Z).
Somit ist £,.X ein Cartierdivisor, der ebenfalls mit £; bezeichnet werden soll. Die in
6.7) eingef]ﬁhrte Aktion entspricht dann dem Schnittprodukt mit £;. Weiter diirfen wir
annehmen, daB} alle E; effektiv sind, indem wir 0, durch eine geeignetes ganzzahliges
Vielfaches ersetzen. 6abei dndert sich natiitlich auch ;. Sei 7E; das schematische
Bild [EGA I, 6.10] von E; unter 7, dann gilt die Ungleichung Ej < 7r*(7rEJ) von
Cartierdivisoren. Das folgende Korollar gibt Auskunft, wie stark die Hohe bestimmt
ist durch die Isomorphieklassen . /7, € Pic(X ) von o* Zilx,= 1/1*/]’ Ixy -

6.10 Korollar, Unter den Voraussetzungen von (6.7) und (6.9) gilt

2€Loo

t
. 1
Z ( m%n log 0,(z) — m Grad(nEj)>d'/40w_V Ly Pyt 2,(ZK)

0
Shpsynn (B =hy s 512

?Zi’; log Q](Z) d Moo gt Ho e //,,(ZK) .

(A
.M” .
=]

Beweis. Wegen der Zuldssigkeit der Metriken ist die Einschrinkung von

C (w*ié) AN (y’)*I:]l-_l) A ¢y (<p*1:j+l) AL A ((p*]:t)

auf Z_ gleich dem Produkt der Volumenform von Z_, mit einer nichinegativen
Funktion und deshalb gilt mit (3.6):

[K:Q z‘ggio logo,(d o\ s (KD

- (kT = %3
< / (W L) Ao Ae (W*L,_,) Alogle) Acy (9" L) A Aey (97 Ly)
Zoc
SIK: @]zfgg); logo;(2)d 4, .. //;j_l,./zﬁl....,,//,t(ZK)-

Da alle ¥ ; und %7( von globalen Schnitten erzeugt werden und E; eftektiv ist, gilt
die Ungleichung

0 < Myl W™ 7). (W™ %) D Eei (" 5, ) )" 4. 2)

fir Divisoren der Kodimension 1 von Spec(O ). Aufgrund von (6.9) ist die rechte
Seite kleiner oder gleich

Tele (* %3y . .. e (@ %;_1).7T*(7rEj).cl(go* Liv) - e (p* %).2)
und mit der Projektionsformel erhilt man
& yrooon 2y Wy rsenen 2 ZHOITE -

Mit (6.8) folgt jetzt die Behauptung.
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7 Die Hohenmaschine

Gegeben sei ein eigentliches Schema X iiber R € {K, Oy}, wobei K ein Zahlkorper
ist.

7.1 S sei eine Menge und 6 € (R*)®. Es sei folgendermaBen eine Aquivalenzrelation
=, auf RS definiert: f = gmodé 1< 3C € RY mit |f — ¢g| < C - §. Wir bezeichnen
mit Pic,(X) die Menge der Isomorphieklassen der invertierbaren Garben auf X, die
von globalen Schnitten erzeugt werden. Pic,(X) ist ein kommutatives Monoid. Falls

P eine Arakelov-Varietit ist, dann soll Pic, (P) das Urbild von Pic,(P) in der in 1.8

definierten Gruppe Pic (P) sein.
Fir 2 = Y n,Z, € Z,(X) setzen wir |Z|:= > [n,]Z, und fiir ¥%;,..., %, €
Pic,(X) Z, prim i

A _Zd/o Y107 0g v-~-v7/t(|Z|)'
=0

Offensichtlich gilt dann
L AR A V) B A U Ak S R A P A R

ferner dndert sich 6, ., nicht, wenn die ¥, ..., 7, permutiert werden.
Gegeben seien t € {-1,0,...,dimX} und . 7#%,...,. #, € Pic,(X). Unter einer
projektiven Realisierung (¢; “,..., %,) von . %, ...,. #, versteht man einen R-

Morphismus @ von X in einen wie in (4.4) gegebenen multiprojektiven Raum P
itber Oy und Elemente YO, ..., %, von Pic, (f’) so, daB fiir alle j € {0,...,t} die
Isomorphieklasse von ¢* g]elch ,,// Z; ist.

7.2 Satz. Sind (cp, / peeey -(Zt) und (1//; Q(;, N 5_/:) projektive Realisierungen von
My oy Hy, SO Gilt
hcp;?o,...,? = h‘; 7(; 7/m0d(5 Hgyeeon Ay

Beweis. Da im Fall R = O dic Behauptung sofort aus (6.10) folgt, darf man
annehmen, daB R = K ist. Wegen der Dreiecksungleichung ist es erlaubt v frei zu
wihlen, solange die Wahl nur von .7, . .. ,..7Z, abhingt. Daher sei 1) := 9, x - - - X9/},
ein Morphismus von X in den multiprojektiven Raum

P i=PGY X, o Xoi Por
so0, dafl 3’7‘, = ZP,((» ) gilt und 9™ fiir alle j € {0,...,(} die globalen Schnitte von
5/] surjectlv auf die globalen Schnitte von 7 / ! abblldet [Ha, 11.7.1]. Mit Hiife der
Tupel- und der Segre-Einbettung [Ha, Ex. 1. 2 12, b7w Ex. 1.2.14] 14Bt sich weiter ein
Morphismus

/. T,
1P — P"i=P5) Xg, %o, PG

finden so, daB fiir alle j € {0,...,¢} die Isometrieklasse von ¢*Z(€j) gleich

?ZJ ist. Nach Lemma 6.3 darf man dann annehmen, daB P = P” und ¢ die
Identitit ist. Es existiert ein Morphismus a : ¥(X) — Py mit ¢ = a o7 und
a*Op, (e;) & Opy (€;) |ly(x)> welcher fiir alle j € {0,...,t} durch globale Schnitte

von éf},,(ej) induziert wird [Ha, I1.7.1]. Dieser besitzt eine rationale Fortsetzung aufl
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»(X) C P', wel- che durch ein Produkt von Aufblasungen zu einem Morphismus
gemacht werden kann [Ha, I1.7.17.3]. Es gibt also ein eigentliches Schema Y iiber O
und zwei iliber Oy definierte Morphismen ¢: Y — %(X),3:Y - Pmitda=aogq
auf den Definitionsbereich von a o ¢q. Ferner konnen wir erreichen, dal g birational
ist und die Einschrinkung von q auf Y. einen Isomorphismus auf ¢/(X) induzieren

soll. Ist Z ein Primzyklus von X der relativen Dimension ¢t mit Z’ := (q;{I oY, (2),
so gilt

und

Zusammen mit der Projektionsformel folgt die Behauptung aus (6.10).

1.3 Satz (Hohenmaschine). Zu jedem t + | Tupel (. /2y, .. .,. #,) € Pic, (X)*! gibt

es genau eine Aquivalenzklasse h Vo iy € RAO) = .

mit folgenden
00 7t

Eigenschaften:
0 h N }2'¢:7() ‘‘‘‘‘ 7, mod 6 Koo 1 fiir jede projektive Realisierung von
N

W hygo, s Ehy g Yo i modS g, g

Beweis. Nach Satz 7.2 dient i) als Definition von h igonnn vy - B8 g

g0 s SOn i O i, S s

und damit sind beide Seiten von ii) mod 6 ;5 . 2

, definiert. Weiter existicren
Morphismen

X P X P ound g, X P (1<i<t)
mit
(DX, W (Y und 9 e, (D7, (1<i<H).
Wegen Satz 7.2 folgt

hl’@‘/,‘ A A h’pxz/»x«p, XXt () (€|},/(ez),..-/(€t+1)m0d6-37'®'/7- Ay gener 4
= htpxwxm><"-><<Pf1/(Fo),/(P2)1-~~f(P-r+1)
+ h’wxwxw Koo X, (e heeny (€44)
Shy gty M08y
und damit ergibt sich die Behauptung.

7.4 Korollar. Die Hohe besitzt die folgenden Eigenschafien:

1) h ist symmetrisch, d.h. die Klasse von h gy 2y TR "X =, — dndert
sich nicht, wenn (. s+« oy 8y) permutiert wird.

li) Falls f : X' — X ein Morphismus zwischen vollstindigen R-Schemata ist,
dann gilt

oy = Mty @ JemOdS g0 fi

,,,,,,
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Beweis. Die Aussage i) ist trivial. Es gilt aufgrund der PrOJektlonsformeI 8 g 2 ©

fx=08px 4 . s 4, - Fir eine projektive Realisierung (¢ [N “4) folgt

h Ay Mg = hvof;?io v, = ’1%70,,“,% ° fx

=h Moo g © fymodé Hgrerey g © fe-

Damit ist auch die zweite Behauptung gezeigt.

Im folgenden Satz sei X ein projektives Schema iiber B und ¢y (1) eine sehr
ample invertierbare Garbe. Ferner soll § den Grad beziiglich (1) messen, d.h.
6:=1dr (1), xq) Mit ¢ Indizes.

7.5 Satz. Die Aquivalenzrelation =g ist unabhingig von der Wahl von ¢ (1). Fiir
Abys 5y € Picy(X) gilt 6 4, = O() und deshalb induziert die Hihe
aus (1.3) eine Abbildung von Pic,(X)'*! nach R%X)/ =,. Es existiert genau eine
multilineare Fortsetzung dieser Abbildung auf Pic(X)t*'. Sie wird wieder mit h
bezeichnet.

Beweis. Der Beweis stiitzt sich auf einen Satz von Serre, der besagt, dafl es fiir
jede invertierbare Garbe ¥ eine Zahl n, € N gibt derart, da fiir alle n > n,
die Garbe ¥ ® ", (n) von globalen Schnitten erzeugt wird [Ha, IL.5.17]. Damit
146t sich ¥ als ,Differenz” von zwei Elementen aus Pic,(X) schreiben. Seien
nun . //0, ...,.7%, Elemente aus Pic,(X), dann existiert demzufolge ein n € N so,
daB . // & /X(n) € Pic,(X) fiir alle ¢ € {0,...,1} gilt. Es ergibt sich sofort
O vy S+ 1)nté und damit auch die Unabhanglgkelt der Aquivalenzrelation
=, von der Wahl von /%y (1).

Induktiv konstruiert man die Hohe fiir beliebige Geradenbiindel: Wir nchmen

an, daB b, . schon konstruiert worden ist fir . 7, ...,. #,_, € Pic(X) und
/A c Pic,(X) . Ferner soll die Multilinearitit in dleser Situation bekannt

sein. Dles folgt im Fall £ = 0 aus Satz 7.3. Um die Behauptung zu beweisen, geniigt
es also die Hohe h , . festzulegen und die Multilinearitit zu beweisen, wenn
wir die Bedingung .Z, € Pic,(X) fallenlassen. Sei also .7, € Pic(X) und die
anderen u//Zj wie vorhin. Nach dem zu Beginn zitierten Satz von Serre existieren
Hpy Fy € Picy(X) mit #, = #, @ %, Dies legt folgende Definition nahe:

h, My g " h HyseesFigseoon g h Hyyeeos Lotgeeon A

Falls ., = %, ® %, eine zweite Darstellung von .7, als ,Differenz* von zwei
Elementen ]5,; und .7, ist, dann folgt aus

[ A ”'./zo,.,.,z,'c,..l,‘/zt =h Hgyevor Fg @ A ey A
Eh gy Ty v mod 4

die Wohldefiniertheit von h 4, in RZ*X/ =, Die Multilinearitit folgt sofort
nach Induktion. Die Eindeutigkeit der Fortsetzung wird ans der Konstruktion klar.

7.6 Bemerkung. Es folgt sofort, daB h symmetrisch ist. Sei f : X' — X ein
Morphismus projektiver Schemata tiber R, dann gilt hpx % 4 = h 4z ©
femodd’.

Satz 7.2 ist falsch fiir nichtzuldssige Metriken. Dies sieht man schon ein, wenn
man t = 0 und .%, als triviales Biindel mit einer geeigneten nichtzuléssigen Metrik
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wihlt. Es gibt aber das schwichere Analogon fiir die Aquivalenzrelation =4, wie
folgende Proposition zeigt.

7.7 Propesition. Unter den gleichen Voraussetzungen wie beim Satz 1.5 sei @ ein
Morphismus von X in einen multiprojektiven Raum P und seien %, ..., %, Ele-
mente aus Pic(P), dann liegt hw: AL der Aquivalenzklasse von h@* %

‘‘‘‘‘

. ,...,Lp* K
beziiglich der Aquivalenzrelation =g,

Beweis. Es darf angenommen werden, dal X = P ist. Weiter sei ¥, ein Gera-
denbiindel mit zwei FJ -invarianten Metriken, welche somit zwei Elemente ¥, und

57,07 n l;i\c(P) induzieren. Der Quotient der beiden Metriken ist eine positive glatte
Funktion g, und es gilt nach (1.6) fiir Z € Z,(P)

. 1 ~ ~ ~
h,/;.,;]’__q‘;t(Z)th;/";“_”,7'(1) = K Q) / logog e (L) A .. Acy (L) Aw(Z) .
P

Da w(Z) der Fundamentalzyklus von Z ist, folgt mit (2.4) die Darstellung

W(Z) = "dy 4 (D RON LA
wobei die Summe iiber alle (ky,....k,) € N"*' mit kg + -+ + k., = ¢ lauft und
dy,... k,(Z) der Grad von Z beziiglich den Geradenbiindeln

ey leg) (), (e,)

ko kr

ist. Wenn man im Integral w(Z) ersetzt und die Summe zusammen mit diy, . (2)
vor das Integral nimmt, dann wird aus der zweiten Behauptung von Satz 7.5 klar, da3
h ;0,71 7 aquivalent ist zu h(/;. [/Al)_.',(;modulo 0. Die Behauptung folgt jetzt mit
Hilfe der Symmetrie und dem Wechsel auf zulissige Metriken,

8 Die Néron-Tate Hohe

8.1 Es sei S eine Menge, auf der das Monoid N\ {0} operiere. Weiter sei § € (R*)S
und es gebe eine reelle Zahl a mit §(ns) < n®é8(s) fiir alle s € S. Die Selbstabbildung
von S, welche durch die Aktion von n € N\ {0} gegeben ist, wird im folgenden
mit A bezeichnet. Ein Element h aus R® heift §-quasihomogen vom Grad 3, falls

ho = n”h mod 6 beziiglich der in 7.1 eingefiihrten Aquivalenzrelation gilt fiir alle
nefi\ {o}.

8.2 Hilfssatz. Gilt v < 8 und m € N\ {0, 1}, s0 konvergiert fiir alle s € S die Folge
mAhmvs), v e N, in den reellen Zahlen.

Beweis. Fiir v, € N setzen wir A, = |mT PRIyt ) — m=Ph(mY s)|.
Da h é-quasihomogen ist vom Grad j3, gibt es eine Konstante C,, > 0 mit
[ho A~ mﬁh‘ < C,,6. Damit hat man fiir 4 > 1

|h(m#*Vs) — mPR(mHt1s)| < € mitrDag(s).
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Weiter gilt

A, <m A p (it s) mh(m ' ls)| + A

2 vopu—17

zusammen ergibt sich die Ungleichung
A, <C m oema=Ougg 4 A

v — vl

Summation ergibt

- "y
A <C m‘ﬁm(“_‘a’”l me v mt

N — S (rv -3
v,p = Ym 1 — mla—> - ‘/’711 me- H 6(8)

und daraus folgt, dafl die zu untersuchende Folge eine Cauchy-Folge ist, da o — 3 < 0
vorausgesetzl war.

8.3 Hilfssatz. Die Grenzfunktion R ist die > einzige homogene Funktion aus R vom
Grad 3 mit h = hmod 6. Insbesondere ist h unabhdngig von m.

Beweis. Aus dem Beweis von (8.2) folgt die Existenz einer von j: unabhéngigen
Konstanten Cy, mit 4, < C} é(s). Daher gilt

[his) - h(s)| = Jim A, < C,8(s)

und das bedeutet & = Amodé. Fiir n € N \ {0} gilt
h(ns) = Jim m B LnPh(m”s) + h(nm”s) —nPh(m"s)}.
Die Ungleichungen
Ih(nm"s) — nﬂh(m"s)} < Cné(m”s) <O, m*8(s)
und a < [ fithren somit auf Tz(nz) = naﬁ( s). Damit ist die Homogenitit gezeigt.

Sei h ebenfalls eine homogene Funktion vom Grad 3, welche dquivalent zu h ist.
Da die Konstante ' aus der Rechnung

nP[h(s) — h(s)| = |h(ns) — h(ns)|
< 171(ns) — h(ns)| + \h(ns) — ;L(ns)t < Cn%H(s)
nicht von n abhingt, folgt Tz(s) = E(s) nach Ubergang n — oo. Dies beweist die
Eindeutigkeit.

8.4 Bemerkung. (8.2) und (8.3) bleiben richtig, wenn man nur § o A, < Cn®é (C
unabhéngig von 1) fordert.

8.5 Das obige wird nun auf eine abelsche Varietii A iiber K angewendet. Dazu sei S
die Menge Z,(A) und die Aktion N\ {0} x .5 — § sei gegeben durch (n. Z) — [n], £
wobei [n] : A — A die Multiplikation mit n bedeuten soll. Die Abbildung [r] ist fiir
alle n € Z definiert. Fiir symmetrische .7, .. .,.#, € Pic,(A) gilt

t
8ty DY =Y g i (042
i=0

< Z
d//ﬂ N i
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und deshalb gilt zusammen mit Mumford’s Formel [La, Lemma 5.2.6] fiir a := 2¢
8 tgry Nl 2y <%, (Z).

Aus (7.3) und (7.4) folgt
h ZY=h
g A1k Z) Ry

=n***Vp Yoo 4, Z)mod o, (2),

2(%)

und damit ist (3 = 2/ + 2. Die Vorbetrachtungen dieses Abschnittes zeigen, daB es
genau eine Funktion b , € RZ“D gibt mit

~

‘ _ o 2t427
h My Hy © [nly =n"""h Sy erren H4
und
h Hyyorny My = h Aoy P mod é Hyyrs Ha

fiir alle n € N.

8.6 Satz. Es existiert genau eine multilineare Abbildung
h:{ % €ePic(A)|. # symmetrisch}+!
S {feR*Y|VpeN= fo[n], = n?t2f1

mith , g = h ... pymodd . fiir alle geraden Elemente ./, . ... /7,
aus Pic,(A).

Beweis. H := { /% € Pic(A) | . # gerade} ist eine Untergruppe von Pic(A4). Da A
projekiiv ist, gibt es ein sehr amples . #" € Pic(A). . # :=.#' @ (~1)* 7' ist gerade
und sehr ampel [Ha, Ex. 11.7.5d]. Aus (8.5) wird klar, daB die dort konstruierte
Funktion der einzige Kandidat fiir die Einschrinkung der gesuchten Abbildung auf
(Pic, (A)NH)'*! ist. Fiir Elemente . 4, . . . ,.%,,./% aus Pic,(A)NH gilt wegen Satz 7.3

Ay h’ﬁ(’),./?,,...,./ﬁ’t = hz;%@x?é,.ﬁ“,«...,./?t '“0d‘5,/)‘(,@‘,/?5,,/?1,.....4

und die linke Seite ist homogen vom Grad 2¢ + 2. Dies zeigt, daB h eine multilineare
Abbildung von (Pic,(A) N H)'*! nach R% ist. Zu jedem . 7 € H existiert eine
natiirliche Zahl m mit . # ® .#™ € Pic,(A) N H. Somit 4Bt sich jedes Element von
H als ,Differenz* von zwei Elementen aus Pic, (4) N H schreiben. Mit den gleichen
Argumenten wie im Beweis von Satz 7.5 folgt die Existenz und die Eindeutigkeit der
Fortsetzung von h auf H!*+!,

8.7 Definition. Die Hohe h heiBt Néron-Tate Hohe.
8.8 Korollar. Fiir einen Homomorphismus ¢ : A’ — A abelscher Varietiiten iiber K
und Elemente . #,,,. .. ,. #, aus H gilt

hok zgnos®. ity = Bty 2, © P -

Insbesondere ist h homogen vom Grad 2t + 2 fiir alle n € Z.
7R g

Beweis. Eg gilt

N 7 242
h Aoy 0k 0Mlx=h 4 poolnlop,=n""h Hoon g © P

-
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und falls alle /éj basispunktfrei sind, so hat man nach (7.4)

Bty ©Px T hox g ¥ g, mOdd x kg
Die Behauptung folgt jetzt aus (8.5) und (8.6).

8.9 Bemerkung. Nach Proposition 5.3 und nach Konstruktion darf man die Néron-
Tate Hohe /Az o, s, DEZUGliCh Z,, ... Z, ¢ H ansehen als reelle Funktion auf
Z, (A@). Deshalb kann man auch annehmen, dafl die abelschen Varietéten tiber dem
algebraischen Abschluf Q definiert sind.

Mit den genau gleichen Argumenten ldft sich ﬁ gy 7, €infilhren, wenn ein

Geradenbiindel ungerade und alle anderen symmetrisch sind. Die Néron-Tate Hohe
ist dann homogen vom Grad 2¢ + 1. Zusammengefa6t erhilt man also eine Néron-

Tate Hohe 71 Hgrorn #y> WD man ¢ Geradenbiindel aus A wihlt. Dabei bleibt die
Funktorialitit (8.8) giiltig. Fir ¢ = , A € Pic(A) und z € A(Q) folgt direkt aus der
Konstruktion, daB h i) glexch der in der Einleitung erwihnten Néron-Tate Hohe
des Punktes x bezughch #% [La, Theorem 5.3.1] ist.

Gegeben sei jetzt eine abelsche Varietit iiber Q und cin ¢ dimensionaler Primzyklus
Z von A. Der Stabilisator von Z wird mit Stab(Z) bezcichnet.

8.10 Proposition. Fiir symmetrische Elemente #,, . .., ./, aus Pic(A) und m €
Z\ {0} gelten die folgenden Eigenschaften:

a) [m = | Ker[m] N Stab(Z)| Z;

b) hﬂo,___r,,t([m]Z)f | Ker{m] N Stab(2)| 'm**"h ., (Z);

O by g (Im]*Z)=m2mA g (Z);

d) ist * € A(Q) ein Torsionspunkt, so folgt h VA ﬁ P ACA)

e) es gilt h, Hgroon #(Z) =0, falls Z ein Tianslat einer abelschen Untervarietiit
mit einem Torsionspunkt ist.

8.11 Bemerkung. Philippon [Ph2, Proposition 9] hat diese Eigenschaften bewiesen
fiir die in seiner Arbeit eingefiihrte kanonische Hohe h, +, wobei % ein sehr amples
symmetrisches Geradenbiindel ist mit dessen Hilfe man A als projektiv normale
Untervarietédt von P" einbetten kann. In dieser Proposition hat er auch gezeigt, daB h o
durch b) und durch die Aquivalenz zu seiner vorher definierten Hohe charakterisiert
wird. Wie schon in der Einleitung erwihnt wurde, ist letztere H(jhe/\éiquivalent zZu
hy o [Sol, Théoréme 3] und deshalb muf die kanonische Hohe h, gleich der
Néron-Tate Hohe aus dieser Arbeit sein.

Beweis von (8.10). Mit Mumford’s Formel [La, Lemma 5.2.6] und einem Resultat
von Hindry [Hi, Lemma 6] folgt a). Aus (8.8) und a) erhilt man b). [r] ist eine
Isogenie vom Grad m?%™ 4 und damit surjektiv, endlich und flach [Mi, 8.1, 8.2]. Aus
[m][m]*Z = m?4mAZ [Fy, 1.7.4] und (8.8) folgt

~

by w(2)= - 20im A Ao ,zt([rrz]*[vrl]*Z)
_ m2(t+1 ~dim A)h’, . ﬁ’t([m]* Z) )

Wenn x ein m-Torsionspunkt ist, dann gilt [m].(Z + x) = [m], Z, und der Punkt d)
ergibt sich somit aus der Homogenitiit (8.8). In e) darf man wegen d) annehmen, dal
Z eine abelsche Untervarietit ist, und aus b) folgt dann e).
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