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Vorwort

Dieses Skript wurde wihrend meiner Vorlesung Lineare Algebra im WS 10/11 und SS 11 an der
Eberhard-Karls-Universtitdt Tiibingen von Julien Sessler und Tanja Papadopoulou getippt und von
Christian Power iiberarbeitet, denen ich dafiir vielmals danke. Das Skript kann nur fiir die Horer
meiner Vorlesung von Nutzen sein. Wer sich sonst fiir Lineare Algebra interessiert, der sei auf die
Literaturliste am Ende verwiesen. Mein Dank geht auch an Christian Christensen, der das Skript
griindlich gelesen und mich auf viele Fehler hingewiesen hat. Wir sind dem Leser dankbar, wenn er
gefundene Fehler an walter.gubler@mathematik.uni-regensburg.de meldet.

Notation

Mit N bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen mit 0. Eine echte Inklusion von Mengen bezeichnen wir
mit A C B, wenn Gleichheit zugelassen ist, dann beniitzen wir A C B. Die Gruppe der invertierbaren
Elemente eines Ringes R bezeichnen wir mit R*.
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Kapitel 1.

Einfuhrung

1. Logik

1.1. In der Logik gibt es Aussagen. Wir gehen davon aus, dass eine Aussage entweder wahr oder
falsch ist (Widerspruchsfreiheit der Mathematik).

1.2 Beispiel. Aussage A: Jede Primzahl ist ungerade. Diese Aussage ist falsch, da 2 gerade und
eine Primzahl ist = Widerspruchsbeweis. Aussage B: Jede ungerade Quadratzahl hat den Rest 1 bei
Division durch 8. Diese Aussage ist wahr (Beweis: siehe 1.9).

1.3. Die Mathematik ist aus Axiomen aufgebaut. Das sind Aussagen, die ,,von allen® als richtig
anerkannt werden, aber die nicht beweisbar sind.

Als Beispiel erwdhnen wir das Parallelenaxiom aus der ebenen euklidischen Geometrie: ,,Durch
jeden Punkt P auBlerhalb einer Geraden g, gibt es genau eine Parallele zu g.*

1.4. Aus gegebenen Aussagen A und B kann man folgendermallen neue Aussagen bilden:

e — A (Negation von A, ,,nicht A*)

ANAB (Aund B)

AV B (A oder B)

A = B (wenn A gilt, dann gilt auch B, ,,aus A folgt B*)

e A < B (A gilt genau dann, wenn B gilt, ,,A ist dquivalent zu B*)

1.5. Es ist wahr= 1 und falsch= 0.

A|B| -~A|AANB|AVB|A=—B | A<=B B
1|1 0 1 1 1 1
110 0 0 1 0 0
011 1 0 1 1 0
00 1 0 0 1 1

1.6. Interessante Aussagen erhilt man, in dem man die Quantoren , fiir alle* (kurz: V) oder ,,es exis-
tiert* (kurz: 3) benutzt. Die Negation von 3 ist 3 (,.es existiert kein®). ,,Es existiert genau ein® kiirzt
man mit 3! ab.

1.7 Beispiel. Die Aussage A aus Beispiel 1.2 kann man folgendermallen formulieren: V p Primzahl
= p ungerade (Vorsicht: falsch). Beachte, dass die Umkehrung auch nicht gilt! Die Negation der
Aussage A lautet: 3 p Primzahl mit p gerade (wahr, p = 2).

1.8. Um in der Mathematik die Wahrheit einer Aussage zu priifen, muss man einen Beweis fiihren.
Dabei muss man die Aussage aus frither bewiesenen Aussagen und Axiomen herleiten (mit Hilfe von
”:‘6)

1.9 Beispiel. Wir beweisen Aussage B von 1.2: Jede ungerade Quadratzahl hat bei Division durch 8
den Rest 1.
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Beweis: Sei g ungerade Quadratzahl. Da die Quadrate gerader Zahlen wieder gerade sind, muss
q = (2k+ 1)? gelten, fiir eine natiirliche Zahl k.

q=4-K+4-k+1=4-k-(k+1)+1

Von den benachbarten Zahlen k, k+ 1 ist genau eine gerade und deshalb ist4-k - (k+ 1) ein Vielfaches
von 8. Das zeigt die Behauptung. O

1.10. Eine wichtige (wahre) Aussage wird als Theorem bezeichnet. Ein Zwischenergebnis, das fiir
den Beweis eines Theorems benotigt wird, heilit Lemma. Eine Proposition ist eine naheliegende oder
weniger wichtige Aussage. Eine Behauptung ist ebenfalls eine Aussage, die man beweisen muss. Ein
Korollar ist eine Folgerung. Eine Vermutung ist eine Aussage, die man fiir wahr hilt, aber bis jetzt
nicht beweisen kann.

2. Elementare Zahlentheorie

2.1. Die natiirlichen Zahlen werden durch die folgenden 5 Peano-Axiome charakterisiert:
P1 0 ist eine natiirliche Zahl.

P2 Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es einen Nachfolger n*.

P3 0 ist kein Nachfolger einer natiirlichen Zahl.

P4 Wenn zwei natiirliche Zahlen denselben Nachfolger haben, dann sind sie gleich.

P5 Es gilt das Prinzip der vollstindigen Induktion.

2.2. Das Prinzip der vollstindigen Induktion ist ein wichtiges Beweismittel. Es funktioniert fol-
gendermaBen: Wir nehmen an, dass wir zu jeder natiirlichen Zahl n eine Aussage A(n) haben. Weiter
soll folgendes gelten:

e A(0) sei wahr (Induktionsanfang).
e Wenn A(n) fiir eine natiirliche Zahl n wahr ist, dann ist auch A(n*) wahr (Induktionsschritt).
Die vollstindige Induktion besagt dann, dass jedes A(n) wahr ist.

2.3 Beispiel. Wir schreiben dann 0, 1 := 0", 2 := 1*, 3 :=2*,... Es kennzeichnet ,,:=" hierbei eine
Definition. Behauptung: Wir erhalten mit dieser Liste alle natiirlichen Zahlen.

Beweis mit vollstindiger Induktion. Induktionsanfang n =0: A(0) ist wahr, denn 0 ist die erste Zahl
der Liste. Induktionsschritt n — n+ 1: Da A(n) wahr ist, kommt n in der Liste vor. Dann ist n* das
néchste Element der Liste. Damit ist A(n*) wahr. Dies beweist den Induktionsschritt. Mit vollstindiger
Induktion folgt die Behauptung. 0

2.4 Bemerkung. Wir sehen aus 2.3, dass wir die gewohnten natiirlichen Zahlen erhalten. Weiter
macht 2.3 die vollstindige Induktion plausibel. Wenn A(0) wahr ist, dann miissen auch

A(1) =A(0%), A(2) = A(17), A(3) = A(2"),...

wahr sein. Man kann PS5 aber nicht aus den anderen Axiomen beweisen.
Mit Hilfe der vollstindigen Induktion kann man +, -, < fiir die natiirlichen Zahlen beweisen. Dies
ist allerdings im Folgenden zu ausschweifend und wird als bereits bekannt vorausgesetzt.
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2.5. Bei der vollstidndigen Induktion kann es passieren, dass man den Induktionsanfang fiir mehrere
Zahlen priifen muss, wie im folgenden Beweis. Weiter ist intuitiv klar, dass man im Induktionsschritt
annehmen darf, dass die Behauptung richtig ist fiir alle Zahlen kleiner als n (statt nur fiir n — 1 wie in
P5). Wir sprechen von verbesserter vollstindiger Induktion. Fiir einen Beweis siehe [Gu, 1.1.12]

2.6 Theorem (Division mit Rest). Fiir natiirliche Zahlen a und b, b # 0, gibt es eindeutige natiirliche
Zahlen q, r mit
a=b-qg+r N 0<r<b

Dann heifit r der Rest von a bei der Division durch b.

Beweis: Wir beweisen zuerst die Existenz mit vollstandiger Induktion nach a bei fixem b. Indukti-
onsanfang. Wenn 0 < a < b, dann gilt die Behauptung mit ¢ = 0, r = a < b. Induktionsschritt. Wir
diirfen @ > b wihlen. Wir wollen die Aussage fiir dieses a beweisen unter der Induktionsannahme,
dass die Aussage richtig ist fiir alle 0 < a’ < a. Wegen a > b folgt a’ := a—b > 0. Weil b > 0, muss
d’ < a. Nach Induktionsannahme existiert ein ¢’ und ein ' mit

d=q -b+r¥ AN 0</F<b

Also folgt die Behauptung fiira durcha=d +b=¢' -b+r +b= (¢ +1)-b+7r'. Dies zeigt den In-
duktionsschritt. Mit verbesserter vollstandiger Induktion folgt die Behauptung uneingeschrinkt. Um
dies zu verdeutlichen, bemerken wir, dass die Behauptung fiira = 0,...,6 — 1 aus dem Induktions-
anfang folgt und mit dem Induktionsschritt folgt sie sukzessive fiira=b,a=b+1,... Dies zeigt die
Existenz von g und .
Eindeutigkeit. Es gelte
a=q-b+r N a=4q -b+r

mit 0 < r,#” < b. Wir diirfen r > 7 annehmen.
r—r'=(q'—q)b
Andererseits gilt r — ' < r < b Es folgt
0<(¢d—q)-b<b
Deshalb muss ¢ = ¢’ gelten und damit folgt r = r'. Dies zeigt die Eindeutigkeit. 0

2.7 Definition. Eine natiirliche Zahl b heif3t Teiler der natiirlichen Zahl a genau dann, wenn es eine
natiirliche Zahl ¢ gibt mit a = b - c. Wir nennen a dann Vielfaches von b. Notation: b | a. Wenn b kein
Teiler von a ist, dann schreiben wir b { a.

2.8 Definition. Eine Primzahl ist eine natiirliche Zahl p, die genau zwei Teiler hat.

2.9 Bemerkung. Die Teiler der Primzahl p sind 1 und p. 1 ist keine Primzahl. Die ersten Primzahlen
sind 2,3,5,7,11,13,17,19,23, ...

2.10 Proposition. Gegeben seien natiirliche Zahlen a,b,c,q mit a = q - b+ c. Dann sind die gemein-
samen Teiler von a und b dieselben, wie die gemeinsamen Teiler von b und c.

Beweis: Sei d ein gemeinsamer Teiler von a und b, dh.a=d-e A b =d- f. Wir miissen zeigen,
dass d ein Teiler von c ist. Dies folgt aus

c=a—q-b=d-e—q-d-f=d-(e—q-f)

Umgekehrt kann man analog zeigen, dass jeder gemeinsame Teiler von b und ¢ auch ein Teiler von a
ist. O
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2.11 Lemma (von Bezout). Seien m und n teilerfremde natiirliche Zahlen, d.h. m und n haben nur 1
als gemeinsamen Teiler. Dann gibt es ganze Zahlen a und b mit

m-a+n-b=1, a,be’Z.

Beweis: Wir diirfen n < m annehmen. Unter dieser Voraussetzung beweisen wir die Behauptung mit
vollstandiger Induktion nach n. Induktionsanfang n = 0: Weil m und n nur 1 als Teiler haben, folgt
m = 1. Das hat die Losung 1-1+5-0=1.

Induktionsschritt: Wir miissen die Behauptung fiir n > 1 zeigen unter der Induktionsannahme, dass
die Behauptung stimmt fiir alle »’ mit 0 < n’ < n. Wir machen Division mit Rest (Theorem 2.6).
Es gibt natiirliche Zahlen ¢,r mit m = g-n+r A 0 <r < n. Wir setzen m' := n und n’ := r. Nach
Proposition 2.10 sind m’ und 7’ teilerfremd. Nach Induktionsannahme gibt es ganze Zahlen o’ und 2’
mit @’ -n+b'-r = 1. Also folgt der Induktionsschritt aus

l=d n+b -r=dn+b'(m—qn)

1= (d—-bgn+bm

Wenn wir a := b’ und b := a’ — b'q setzen, erhalten wir eine Losung. Mit verbesserter vollstindiger
Induktion folgt die Behauptung uneingeschriinkt. O

2.12 Proposition. Eine natiirliche Zahl p > 2 ist genau dann eine Primzahl, wenn folgende Aussage

A wahr ist: Wenn p | mn fiir natiirliche Zahlen m und n, dann gilt p | m \/ p | n.

Beweis: Wenn man die Aquivalenz von zwei Aussagen beweisen will, muss man zwei Richtungen
beweisen.

= Es sei p eine Primzahl. Wir wollen zeigen, dass A wahr ist. Seien also m und n natiirliche
Zahlen mit p | mn. Wenn p schon ein Teiler von m ist, dann sind wir fertig. Also diirfen wir anneh-
men, dass p { m. Weil p eine Primzahl ist, hat p nur 1 und p als Teiler und damit ist 1 der einzige
gemeinsame Teiler von p und m. Nach dem Lemma von Bezout (siehe 2.11) gibt es ganze Zahlen a
und b mit

a-m+b-p=1

Es gilt
n=1-n=(a-m+bp)n=amn+bpn

Nach der Summenregel (Proposition 2.10) muss p auch rn teilen, weil p sowohl m - n wie auch bpn
teilt. Dies zeigt, dass A wahr ist.

<=: Wir nehmen an, dass A wahr ist und wir miissen zeigen, dass p Primzahl ist. Sei dazu d | p,
d.h. p=k-d. Wegen A folgt p | k oder p | d. Wenn p | k folgt wegen k | p sofort k = p. Dannistd = 1.
Wenn p | d, folgt wegen d | p wieder p = d. Als Teiler von p haben wir nur 1 und p. Damit ist p eine
Primzahl. O

2.13 Theorem (Fundamentalsatz der Zahlentheorie). Jede natiirliche Zahl n > 1 ldsst sich als
Produkt von Primzahlen schreiben. Diese Faktorisierung n = py - p»--- p, ist bis auf die Reihenfolge
eindeutig.

Beweis: Existenz mit Induktion nach n. Induktionsanfang n = 2: Da n = 2 eine Primzahl ist, wihlen
wir p; =2 und n = p; ist die gewlinschte Faktorisierung.

Induktionsschritt: Es sei n > 2 und wir nehmen an, dass alle n’ < n eine Primfaktorisierung haben.
Wir wollen zeigen, dass n eine Primfaktorisierung hat. Falls n eine Primzahl ist, dann sind wir wie
beim Induktionsanfang fertig. Also diirfen wir annehmen, dass » keine Primzahl ist, d.h.
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mit | <n' <n, 1 <n” <n.Nach Induktionsannahme gibt es Primfaktorisierungen fiir

n=piprope A on'=q1q2 s

Dannistn=n'"-n" = (p1-p2---pr)- (q1-q2- - q5). Mit verbesserter vollstindiger Induktion folgt die
Existenz der Primfaktorzerlegung.

Eindeutigkeit der Primfaktorisierung mit Induktion nach n. Induktionsanfang n = 2. Es sei 2 =
p1- - pr eine andere Primfaktorisierung. Weil 2 eine Primzahl ist, folgt leicht aus Proposition 2.12,
dass 2 | p; fiir ein p;. Weil p; eine Primzahl ist, muss 2 = p; sein. Durch kiirzen folgt aus 2 = p; -+ p,
sofort, dass nur eine Primzahl vorkommen kann, d.h. r =1 und p; = 2.

Induktionsschritt. Sei n > 3 und wir nehmen an, dass jede Zahl n’ < n eine eindeutige Primfakto-
risierung hat. Seien n = p; --- p, = q1 - - - ¢; zwei Primfaktorisierungen. Aus Ubungsaufgabe 2.3, dass
pr | qi fiir ein i und damit p, = g;. Durch Umnummerieren diirfen wir ¢; = ¢; annehmen. Es gilt dann
durch kiirzen

Wi=q1gs1 = precper <
Nach Induktionsannahme gilt s —1 =r—1und gy, ..., ¢gs;— stimmt bis auf Reihenfolge mit p; - -- p,_;
iberein. Wegen p, = ¢, stimmt also die Behauptung auch fiir n. Damit ist der Induktionsschritt ge-
zeigt.

Mit vollstindige Induktion folgt die Behauptung fiir n. O

3. Mengenlehre

Wir geben hier eine intuitive Einfithrung in die Mengenlehre. Fiir einen axiomatischen Zugang ver-
weisen wir auf die Literatur. Die Mengenlehre eignet sich hervorragend, mathematische Zusammen-
hinge kurz und prizise darzustellen.

3.1. Wir fassen eine Menge X als Zusammenfassung gewisser Objekte auf, die wir Elemente von X
nennen. Formal schreiben wir x € X <= ,,x ist Element von X“. x ¢ X <= ,,x ist kein Element von
X«

3.2. Die leere Menge wird mit 0 oder {} bezeichnet. Sie hat iiberhaupt kein Element.
3.3. Zwei Mengen X,Y sind gleich, wenn gilt x € X <= x € Y. Also gilt
{175?7’47773} = {1’37475’7}

Hier werden mit den Mengenklammern {} die Elemente der Menge umfasst. Auf Wiederholung und
Reihenfolge wird bei Mengen keinen Wert gelegt! Wir bezeichnen mit |X | die Anzahl Elemente von
X. Im obigen Beispiel haben wir |{1,5,7,4,7,3}| = 5. Falls es unendlich viele Elemente in X hat,
schreiben wir |X| := oo.

3.4. In der Mathematik sind die Zahlbereiche besonders wichtige Mengen, die in der Analysis einge-
fiihrt werden.

e N := Menge der natiirlichen Zahlen (mit 0)
e 7 := Menge der ganzen Zahlen
e QQ := Menge der rationalen Zahlen

e R := Menge der reellen Zahlen

3.5. Eine Teilmenge Y von der Menge X ist durch y € Y = y € X charakterisiert, Wir schreiben
dann Y C X. Es gilt z.B.:
NCZcCcQCcCR

wobei C bedeutet, dass ,,C“ und # gilt.



KAPITEL I. EINFUHRUNG

3.6. Oft definiert man Teilmengen durch Aussagen. Sei X eine Menge und A(x) eine Aussage, die
fiir x € X entweder wahr oder falsch ist. Dann definieren wir Y als diejenige Teilmenge von X, fiir die
A(x) wahr ist. Formal schreiben wir

Yi={xecX|Ax)}
,Die Menge aller x € X, fiir die A(x) gilt.“ Zum Beispiel definiert
{meN|3Ine N,m=2n}
die Menge der geraden Zahlen in N.

3.7. Fiir Teilmengen Y;,Y, von X haben wir folgende Operatoren:

WY, = {xeX|x€YiVxeYr} Vereinigung
inY, = {xeX|xeYiAxeY,} Durchschnitt
iI\h = {xel|x¢hr} Differenz

Wenn Y; NY, = @, dann heilen Y; und Y, disjunkt.

3.8. Oft haben wir mehrere oder sogar unendlich viele Mengen im Spiel. Formal bedeutet das, dass
man eine Indexmenge / hat und fiir jedes i € / hat man eine Menge X;. Wir sprechen dann von einer
Familie (X;),., von Mengen X;.

3.9. Wenn die Familie (Y;) ;7 aus Teilmengen Y;, von einer einzigen Menge X besteht (also ¥; C X),
dann definieren wir die Vereinigung

UYii={xeX|Jielxey}
iel
Bei paarweise disjunkten Teilmengen schreiben wir: | J;,;Y;. Den Durchschnitt schreiben wir
(Yi:={xeX|Viel=x€Y}
iel

Oft besteht die Indexmenge aus I = {1,...,n} bzw. I = N, dann setzen wir

n
UYi=nu-uv:= (J ¥
i=1 ic{l,...n}

bzw. .
Uri=U¥x
i=0 ieN

Analoges gilt fiir den Durchschnitt.

3.10. Wir definieren das kartesische Produkt X; x X, der Mengen X; und X, als die Menge der
Paare (x1, x2) mitx; € X; und x, € X5. Dabei gilt (x1, xp) = (x], x5) 1= x] = x| A x3 =x).

3.11 Beispiel. Nehme X; := X, := R, dann erhalten wir R x R = R2. Allgemein setzen wir X 2.—
X xX.

3.12. Wir verallgemeinern das kartesische Produkt auf Familien (X;),., von beliebigen Mengen X;
durch

HX,‘ = {(Xi)ig ‘ Viel = x; € Xi}

il
Dabei sind die Elemente des kartesischen Produkts Familien (x;);c; von Elementen x; € X;. Es gilt
(x,'),'e1 = (x;)iel <~ (\V/l el—=—x; = x;)

8
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3.13 Beispiel. In der Praxis hat die Familie oft die Form X, ..., X, und dann setzen wir

X X xX, = H Xi
i€{l,...,n}

Die Elemente dieses kartesischen Produktes sind n-Tupel (xi,...,x,) mit x; € X;. Wenn sogar X; :=
--:= X, := X, dann setzen wir X" := X] x --- X X,,. Ein wichtiges Beispiel ist

R" := {((Xl,...,OCn) ‘ OCl,...,(XHER}

3.14. Eine Abbildung f: X — Y zwischen Mengen X und Y ist eine Vorschrift, die jedem x € X
genau ein y € Y zuordnet. Wir schreiben dafiir y = f(x) und oft auch x — f(x).
X heift der Definitionsbereich und Y heif3t der Wertebereich von f. Weiter ist

fX):={f(x) [xre X}
das Bild von f. Die Abbildung heift injektiv, wenn
(X1,x2 €X, flx)= f(xz)) == X1 =X

Die Abbildung heilit surjektiv, wenn Y = f(X) gilt. Eine Abbildung heifit bijektiv, wenn sie injektiv
und surjektiv ist.

3.15. Die identische Abbildung der Menge X ist definiert durch
dy: X — X, x—x

3.16. Zwei beliebige Abbildungen kann man nicht verkniipfen. Das geht nur, wenn der Wertebereich
Y der zweiten Abbildung f: X — Y gleich dem Definitionsbereich der ersten Abbildung g: ¥ — Z
ist. Die Verkniipfung g o f ist dann definiert durch

gof: X —7Z, x>—>g(f(x))

3.17. Fiir eine Abbildung f : X — Y und eine Teilmenge W C Y definieren wir das Urbild von W
als
W) ={xeX | f(x) eW}

Warnung: Dies ist eine Menge und sie hat nichts mit der Umkehrfunktion zu tun, die im Allgemeinen
nicht zu existieren braucht.

3.18. Die Umkehrfunktion existiert nur fiir eine bijektive Abbildungen f: X — Y und ist die Ab-
bildung, die jedem y € Y, das eindeutige x € X zuordnet, mit f(x) = y. Die Existenz von x € X mit
f(x) =y folgt aus der Surjektivitit von f und die Eindeutigkeit von x folgt aus der Injektivitit. Die
Umkehrfunktion wird oft mit f~! bezeichnet, weil nach Konstruktion

flof=idx A fof'=idy
gilt.

3.19. Eine Relation auf der Menge X ist eine Teilmenge R C X x X. Wir sagen, dass x; in Relation
zu x; steht, wenn (x1,x;) € R. Wir schreiben dann x ~g y oder einfach x ~ y und vergessen R wieder.

o ~ heif}t reflexiv, falls x ~ xVx € X
e ~ heilit symmetrisch, falls x ~y=—-y ~x

e ~ heifit antisymmetrisch, falls (x ~y Ay~x) = x=y
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o ~ heiBt transitiv, falls (x ~y Ay~z) = x~z

3.20. Eine Relation ~, die reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heif3t Aquivalenzrelation. Dann
heiBlen x,y € X mit x ~ y Aquivalent. Wir nennen

i :={yeX|y~x}
die Aquivalenzklasse von x.

3.21 Proposition. Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf X. Fiir x,y € X sind folgende Aussagen ciqui-
valent

Ap) x~y;
Az) [x] =Dyl
Az) [x]N[y] # 0.

Insbesondere ist X disjunkte Vereinigung der Aquivalenzklassen zu ~.

Beweis: Ubungsblatt 4, Aufgabe 1. O

3.22 Beispiel.
X = {A CR?| A Dreieck}, A ~ A’ 1= A ihnlich zu 2.

Wieder bedeutet :<=>, dass wir ~ durch diese Eigenschaft definieren. Dann ist ~ eine Aquivalenzre-
lation. Auch die Kongruenz von Figuren ist eine Aquivalenzrelation.

3.23 Definition. Eine partielle Ordnung < auf einer Menge X ist eine Relation auf X, die reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist. Wir schreiben x < y firx <y A x £ y. Weiter seix >y <=y <x.
Eine Totalordnung ist eine partielle Ordnung, fiir die

x<y V y<x

gilt.

3.24 Beispiel. Die iibliche Ordnung < auf R ist eine Totalordnung. Die Potenzmenge Pot(X ) := {A |
A C X} ist partiell geordnet durch C, aber keine Totalordnung.

3.25. Ein Element x von X heif3t maximal, wenn
yZx=y=x
gilt auf X. Weiter heif3t x eine obere Schranke von Y C X, wenn
VyeY=y<x.

Eine obere Schranke von X selber heillt grofites Element von X und ist wegen der Antisymmetrie
eindeutig.

3.26. Es ist klar, dass das grofite Element von X maximal ist. Es kann aber passieren, dass X kein
groftes Element hat aber immerhin maximale Elemente. Zum Beispiel hat X = {Y C N | |Y| < 5}
alle 5-elementige Teilmengen Y als maximale Elemente, aber kein grofites Element bzgl. C. R hat
iiberhaupt keine maximalen Elemente.

10
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3.27. Streng genommen miisste man die Mengenlehre axiomatisch aufziehen. Dabei muss man auf-
passen, dass man mit Hilfe der Logik nicht zu ,,gro3e Mengen macht. Zum Beispiel ist die ,,Menge*
aller Mengen keine Menge mehr, sondern man nennt das eine Klasse. Die Klassen sind eine Verall-
gemeinerung von Mengen, auf die wir hier nicht néher eingehen.

Damit umgeht man zum Beispiel das Paradoxon von Russell. Sei C := {X | X Menge N X ¢ X }.
Wire C eine Menge, dann wire sowohl die Aussage

ceC

wie auch ihre Negation

cé¢cC
falsch und die Widerspruchsfreiheit der Mathematik wére widerlegt. Bei verniinftigen mathemati-
schen Problemen tauchen keine solcher logischen Schwierigkeiten auf. Zum Beispiel sind die Potenz-
menge und kartesische Produkte von Mengen wieder Mengen.

3.28. In der modernen Mathematik braucht man auch das Auswahlaxiom, das besagt, dass es zu
jeder Menge F von nichtleeren Mengen eine Funktion f gibt, die jedem X € F ein Element f(X) € X
zuordnet. Man kann zeigen, dass dies dquivalent ist zu folgendem Axiom, was sich in der Praxis als
niitzlich erwiesen hat.

3.29 Axiom (Zornsches Lemma). Ist X eine Menge mit einer partiellen Ordnung < und besitzt jede
total geordnete Teilmenge von X eine obere Schranke in X, dann hat X ein maximales Element.

3.30. Wie gesagt kann man das Zornsche Lemma nicht beweisen, auler man setzt das Auswahlaxiom
voraus. Deshalb ist der Name Lemma ungliicklich gewéhlt, aber nicht mehr zu dndern. Der axioma-
tische Aufbau der Mathematik geht auf David Hilbert zuriick (Hilbert-Programm, 1921). Kurt Godel
hat 1931 gezeigt, dass man die Widerspruchsfreiheit der Mathematik nicht zeigen kann und dass es
immer Aussagen gibt, die man nicht beweisen kann. Man nennt siec unentscheidbar.

4. Lineare Gleichungssysteme

Wir geben eine Einfiihrung in reelle lineare Gleichungssysteme.

4.1 Beispiel. Wie betrachten eine Platte, die aus Quadraten zusammengesetzt ist.

Wir geben uns eine Temperaturverteilung u auf der Platte vor und wollen aus der Temperaturver-
teilung am Rand die Temperatur im Innern bestimmen. Dabei wollen wir die Temperatur nur in den
Gitterpunkten bestimmen. Aus der Physik folgt

T

Qe o @S u(P) = — (u(Q) + u(R) +u(S) + u(T)) (L1

R

Das gilt nur ndherungsweise, das kiitmmert uns aber nicht! Wir gehen nur von folgenden Randwerten
aus:

11
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0
2 Py 1
-1 L) Ps )
0 1
Gesucht: x; = u(Py), x2 = u(P2), x3 = u(Pz).
1
(I1.1)in P;: X1 :Z(X3+1+0+2)
1
(I.1) in P5: X2 :Z(X3+2—1+0)
. 1
(I.1) in P5: X3 :Z(x1+xz+l+2)
Wir erhalten das inhomogene lineare Gleichungssystem:
1 3
X1 —Zx3 = Z
1 1
Xy ——XxX3 =-—
P T
1 1 n 3
g7 T TR Ty
4.2. Ein lineares Gleichungssystem hat die Form
anxy +apxy+ - + apx, = by
azix1 +anxy+ -+ + ayx, = by 1.2)
Am1X1 + Qm2 + -+ QupXn = by
fiir gegebene reelle Zahlen a;; und by. Weiter nennt man xi,...,x, Unbekannte oder Variable. Wei-

ter Homogen heif3t (I.2) ein lineares Gleichungssystem, wenn alle b; = 0 sind Dabei ist (I.2) ein
inhomogenes lineares Gleichungssystem, wenn ein b; # 0.

o Bi
4.3 Proposition. Seien < : ) € R" und < : ) € R" Losungen eines homogenen linearen Gleichungs-

On Bu
o1+ Aoy
systems. Dann sind auch ( : ) und ( : ) Losungen des homogenen linearen Gleichungssys-
an+ﬁn 2"an

tems fiir alle A € R.

Beweis: Weil es Losungen sind, gilt
ano +apt+--+at, =0 und ayfi+anfrt---+awfp=0.

12
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Addiert man diese beiden Gleichungen, dann folgt

ap(o+Bi) +an(a+ )+ +am(o,+ B,) =0.

o1 +Pi

Also erfiillt < > die erste Gleichung. Analog fiir die anderen Gleichungen. Damit folgt die erste

oy, +ﬁn
Behauptung. Durch Multiplizieren der Gleichung mit A folgt die zweite Behauptung. O

"N
4.4 Proposition. Wir nehmen an, dass das inhomogene Gleichungssystem (1.2) eine Losung ( : )

T
€ R”" hat. Wir nennen sie die spezielle Losung. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a
1. ( : ) ist Losung des zugehorigen homogenen linearen Gleichungssystems.
al‘l

o +N
2. ( : > ist Losung von (1.2).
Op+Yn
Die allgemeine Losung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems ergibt sich aus Summe der
allgemeinen Losung des zugehdrigen homogenen linearen Gleichungssystems und einer speziellen
Losung des inhomogenen Systems.

Beweis: Siehe Ubungsblatt 3, Aufgabe 2. O

4.5 INustration. Wir betrachten folgendes einfache Beispiel:

X1 —X; = 1

—2x1 +2x = -2 (1.3)

Spezielle Losung von (I.3): x; = 1,x; = 0. Allgemeine Losung des zugehorigen homogenen linearen
Gleichungssystems:
X1 —X = 0

2y 42 = 0 (4

ist gleich x; = A, x; = A (VA € R). Damit ist die allgemeine Losung von (1.3) = spezielle Losung von

(1.3) + allgemeine Losung von (1.4) = ((1)) + (%) = (IJ,{)L)-

0

4.6 Bemerkung. Ein homogenes lineares Gleichungssystem hat immer <) € R" als Losung. Es
0

gibt inhomogene lineare Gleichungssysteme, die keine Losung besitzen. Zum Beispiel:

X1 —X2 =
—2x1 +2xp = 1

4.7. Folgende Operationen dndern die Losungsmenge von (1.2) nicht und sind deshalb zuldssig.
a) Vertauschen von Gleichungen,

b) Multiplizieren einer Gleichung mit A # 0,

¢) Zu einer Gleichung ein Vielfaches einer anderen Gleichung addieren.

Die Beweise sind einfach, weil man kann die Operationen wieder riickgéngig machen und dndern
deshalb die Losungsmenge nicht (Aquivalenzumformung). Mit diesen Operationen konnen wir jedes
lineare Gleichungssystem mit folgendem Algorithmus 16sen.

13
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4.8 Beispiel. Mit dem GauB-Algorithmus kann man jedes lineare Gleichungssystem systematisch
I6sen. Wir fithren das an unserem einleitenden Beispiel 4.1 vor:

1 3
X1 - ZX3 = Z (15)

1 1
Xy — ZX3 = Z (16)

1 1 3
—Z.X'] — ZXZ + Xx3= Z (17)

1.Schritt Wir vertauschen die Gleichungen bis die oberste Gleichung ein x; enthilt. Hier nicht notig!
2.Schritt Durch ein Addieren eines geeigneten Vielfaches der oberen Gleichung zu den anderen Glei-
chungen bringt man dort die Unbekannte x; weg. Wir machen deshalb (I.7’):(I.7)+%(I.5)].

1 3
X1 — ZX:; = Z (15)
1 1
X2 — ZX:; = Z (16)
1 15 15
- = L7
12T 168 = 16 A7)

Beachte, dass dies eine Aquivalenzumformung aus (I.7) war, denn (I.7’):(I.7)+}L(I.5). Ab jetzt lassen
wir die erste Gleichung unverindert und beginnen wieder mit dem 1. Schritt fiir x, fiir die restlichen
Gleichungen. Der 1. Schritt ist wieder unnétig und der 2. Schritt legt (1.7)"= (1.7)" + %(1.6) nahe.

1 3
X1 — ZX:J, = Z (15)
1 1
X2 — Zx;; = Z (16)
7
gr=1 (L77)

Jetzt miissen wir (I.5) und (1.6) unverdndert lassen und beginnen wieder mit dem 1.Schritt fiir die
restlichen Gleichungen. Das bringt hier nichts mehr, weil wir nur noch eine Gleichung iibrig ist. Wir
konnen jetzt das Gleichungssystem von unten nach oben 16sen.

29

8 15
I7)y=—=x3= 7 1.6) —=x=—, (5 =x = 7

28
Dies gibt die Warmeverteilung auf der Platte in Beispiel 4.1.

4.9 Beispiel.

X2 —x3 +x4  +x5 =
2x1 —xp +x3 x4 —Xxs
4x1 +x2 —x3 +xs +xs
2x1 4xp —x3 +x4 +2x5 = 0

Wir wollen dieses inhomogene lineare Gleichungssystem 16sen. Mathematiker sind faul, deshalb las-
sen sie die Variablen weg und schreiben nur das folgene Schema:

1.8)

I
— o o

0 1 -1 1 110 Man muss sich die Unbekannte x; immer bei der i-
2 -1 1 1 =110 jj ten Spalte dazu denken und das = statt dem senk-
4 1 -1 1 1|1 rechten Strich. 1. Schritt: Vertauschen der 1. und
2 1 -1 1 210 2. Gleichung. 2. Schritt: x; eliminieren.

2 -1 1 1 —=1/0]-(-2) |-(—1) 2 -1 1 1 -1/ 0

0 1 -1 1 110 2.Sﬁl_1>ritt0 1 -1 1 110

4 1 -1 1 1|1 + 0o 3 -3 —-1 3]1

2 1 -1 1 210 + o 2 =2 0 310

14
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Ab jetzt bleibt die erste Zeile unverindert und der Prozess wird mit den restlichen Zeilen fiir x;
wiederholt.

2 -1 1 1 —1]o0 2 -1 1 1 —1]0
0 1 —1 1 1]0][(=3)7 |-(=2) 0 1 —1 1 11]0
0 3 -3 -1 3 1<——J+ w 0 0 0 —4 011
0 2 -2 0 3]0 . 0 0 0 -2 110

Da x3 in Zeile 3 und 4 nicht vorkommen, eliminiert man gleich xy4.

2 -1 1 1 —1]0 -

0 1 —1 1 1[0 1

0 0 0 —4 of1]-(-H4 7 0
2

000 0 -2 10N 0

Wenn wir so eine Zeilenstufenform erreicht haben, ist der Gau3-Algorithmus fertig und wir finden
die Losung wieder von unten nach oben: x5 = —%, X4 = —%, X3 =X3,X) = X3+ %, X = % allgemeine
Losung:

EN[S)

1
4
A+
A mit A € R.

N[ —[—

15






Kapitel Il.

Algebraische Grundlagen

1. Gruppen

Gruppen treten in der Mathematik und den Naturwissenschaften da auf, wo es Symmetrien gibt. In
diesem Abschnitt wollen wir die grundlegenden Definitionen kennenlernen. Mehr wird in der Algebra
I geboten.

1.1. Eine Gruppe ist eine Menge G versehen mit einer inneren Verkniipfung G x G — G, (a,b) —
a- b, die folgenden Axiomen geniigt:

(Gl) (a-b)-c=a-(b-c)firalle a,b,c € G. (Assoziativitit)
(G2) dee Gso,dassVae G=a-e=e-a=a. (neutrales Element)
(G3) VacG=3a'cGmita-a'=a'-a=e. (inverses Element)

Die Gruppe G heifit kommutativ (oder abelsch), falls
(G4) Va,becG=a-b=b-a

Bei einer abelschen Gruppe benutzt man oft + statt - fiir die Verkniipfung. Das Neutralelement einer
additiv geschriebenen abelschen Gruppe heif3t Null und wird mit 0 bezeichnet. Die Inverse von a wird
mit —a statt mit a~! notiert. Weiter benutzen wir a — b := a+ (—b).

1.2. Eine Gruppe hat die folgenden Eigenschaften
i) Das neutrale Element e einer Gruppe ist eindeutig bestimmt.
ii) Das inverse Element zu a € G ist eindeutig bestimmt.

iii) (a-b)"'=b"1.a !firallea,b €G.

iv) Fiir a,b € G hat die Gleichung a - x = b eine eindeutige Losung in G. Die Gleichung y-a = b hat
eine eindeutige Losung in G. Es giltx=a~!-bund y=b-a~'.

Beweis: i) Angenommen, es gibt noch ein weiteres neutrales Element ¢/ € Gmite'-a=a-¢' =a

fiir alle a € G.
/ !

e = e = e
G2 fire G2 fiir e’
ii) Angenommen d’ sei ein weiteres inverses Element zu a € G

al=atle=a'(a-d)=(a"a)d=ed=d

iii) (a-b) ' =(a-b)"Ya-a')=(a-b)"' -alb-b~")a ! = (ab) Y (ab)(b~'a ) =e-(b7la!) =
b lat

iv) Wird als Ubung iiberlassen.

17
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1.3. In der Mathematik definiert man Homomorphismen als strukturerhaltende Abbildungen. Hier
in der Gruppentheorie geschieht das folgendermaf3en:

Eine Abbildung ¢ : G| — G, zwischen zwei Gruppen (G, -) und (G, *) heifit genau dann Grup-
penhomomorphismus, wenn

@(a-b) = (a)+@(b)

fiir alle a,b € G;. Der Einfachheit halber wollen wir ab jetzt ebenfalls - fiir die Verkniipfung auf G,
schreiben (statt ).

1.4 Definition. Eine Teilmenge H von G heilit Untergruppe von G, wenn folgende Axiome erfiillt
sind.

Ul) a,peH=—a-beH (abgeschlossen unter -)
(U2) ecH

(U3) acH=a'€H

Es ist leicht zu sehen, dass dann (H, -) eine Gruppe ist.

1.5. Fiir Gruppenhomomorphismen ¢: G; — G, und y: G, — G3 gelten die folgenden Eigen-
schaften:

i) pler) =er (e; Neutralelement von G;)
i) o(a!')=¢(a)"! firalle a € G.
iii) Yo @ ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: i) Es gilt fiir g; € Gy:

?(g1) =(er-g1) = @(e1) - 9(g1)

Betrachte die Gleichung ya = b mit b := ¢(g;) und a := ¢(g;). Offenbar hat diese Gleichung
die Losungen y = @(e;) und y = e;. Nach 1.2 iv) folgt @(e;) = e5.

ii) Fir g; € Gy gilt
e2=9len)=90(g1-8") =051 0g")
Betrachte die Gleichung a-x = b mit a := ¢(g;) und b := e. Die hat die Losungen x = ¢ (g, ')
und x = ¢(g1)~! nach (G3). Also folgt wieder mit 1.2 iv) ¢(g1) ™' = @(g;').

iii) Fira,b € Gy gilt

(wop)(a-b)=y(pa-b)) =vy(¢a) ob) =v(ea) v(e®) O
1.6. Fiir einen Gruppenhomomorphismus ¢: G; — G, definieren wir den Kern als

ker(@) := ¢~ '(e2) = {a € Gi | p(a) = e2}.

1.7 Proposition. Sei ¢: G| — G, ein Gruppenhomomorphismus.
a) Ker(Q) ist eine Untergruppe von G|
b) ¢(G,) ist eine Untergruppe von G,
¢) @ injektiv <= Ker(@) = {e; }.
Beweis: Aufgabe 4.3 O

18
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1.8 Beispiel. a) (N, +) ist keine Gruppe. Es gibt zwar ein neutrales Element 0, aber die Elemente
n > 0 haben kein Inverses!

b) Z,Q,R sind Gruppen beziiglich +

¢) Z,Q,R sind keine Gruppen beziiglich -. Es gibt zwar wieder ein neutrales Element 1 beziiglich -,
aber 2 hat kein multiplikativ Inverses in Z. Also ist Z keine Gruppe beziiglich -. Aber 0 hat weder
in Z, noch in Q oder R eine multiplikativ Inverse und damit sind auch Q und R keine Gruppen
beziiglich -.

1.9. Eine Menge M mit einer inneren Verkniipfung - hei3t genau dann Monoid, wenn sie assoziativ
ist und ein neutrales Element besitzt. Zum Beispiel sind Z,Q, R und C beziiglich der Multiplikation
Monoide. Im folgenden definieren wir nun die Menge der invertierbaren Elemente im Monoid M
durch

M* = {aEM\Elcfl eM,a-a! :afl-a:e}

Es ist leicht zu sehen, dass M* beziiglich - eine Gruppe bildet. Zum Beispiel gilt
(Z,)" ={1, =1},(Q,")" = Q\{0}, (R,-)" =R\ {0}
1.10 Beispiel. Sei X eine Menge und
M(X):={f: X — X | f ist Abbildung}

Dann bildet M (X) ein Monoid beziiglich o, d.h. der Verkniipfung von Selbstabbildungen. Verwenden
wir nun 1.9, dann bildet M(X)* eine Gruppe beziiglich o. Aus unseren Uberlegungen in der Men-
genlehre folgt leicht fiir f € M(X): f invertierbar in M(X) <= f hat eine Umkehrabbildung <= f
bijektiv. Somitist S(X) := {f: X — X | f bijektiv} eine Gruppe beziiglich o. Sie heilt die symme-
trische Gruppe auf X.

1.11. Wir betrachten eine Gruppe G und eine Untergruppe H. Wir nehmen an, dass die Gruppe
abelsch ist (d.h. kommutativ) und wir schreiben deshalb fiir die Verkniipfung + statt -. Fiir g1,g0 € G
definieren wir

g1=g (modH) <= g —g€H.
Wir sagen, dass g; kongruent zu g, ist modulo H.

1.12 Proposition. Die Kongruenz modulo H ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Es gilt g—g =g+ (—g) =0 € H und damit ist g = g (mod H) fiir alle g € G. Somit ist =
reflexiv. Symmetrisch: Es sei g1 = g» (mod H). Also gilt g; — g» € H. Aus (U3) folgt —(g1 —g2) € H.
Also gilt go = g1 (mod H). Transitiv: Es seien gy = g, (mod H) und g, = g3 (mod H). — g; —
@ EHNgG —g3€H. = g1 —g3=1(81—82) +(g2—g3) € H. Somit gilt g; = g3 (mod H) und =
ist transitiv. 0

1.13. Wir bezeichnen den Raum der Aquivalenzklassen der Kongruenz modulo H mit

G/H={[g]|g € G}.

Hier ist wie gewohnt [g] die Aquivalenzklasse von g.

1.14 Proposition. G/H ist eine abelsche Gruppe beziiglich der Verkniipfung
+:(G/H)x (G/H) = G/H, ([g1],[g2]) = [g1]+ [g2] := [¢1 + 2]
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Beweis: Wir miissen zuerst zeigen, dass diese Verkniipfung wohldefiniert ist, d.h. wir miissen zeigen,
dass die Definition von [g;] + [g2] := [g1 + g2] unabhingig ist von der Wahl der Repriisentanten g; aus
der gegebenen Aquivalenzklasse [g;]. Wir zeigen zuerst, dass die Definition unabhiingig von der Wahl
der Reprisentanten von g; ist. Sei also g} € [g1], d.h. g1 = ¢| (mod H).

—g1—g €H=(g1+8)— (g1 +g)cH.

Daraus folgt g; + g2 = g} + &2 (mod H), d.h. [g1 + g2] = [g] + &2]. Analog oder mit der Kommuta-
tivitdt zeigt man, dass die Definition auch unabhingig von der Wahl von g; ist. Die Gruppenaxiome
vererben sich reprisentantenweise auf G/H, z.B. ist [0] das Neutralelement, weil [g| + [0] = [¢+0] =

[3]. O
1.15 Proposition. Die Quotientenabbildung
n:G—G/H, gr—]g]
ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit ker(w) = H.
Beweis: Es seien g1, g» € G, dann gilt:
m(g1+82) = [g1+82] = [g1] + [g2] = (1) + 7(g2)

Damit ist 7z ein Gruppenhomomorphismus. Wir nehmen ein Element aus G/H, d.h. eine Aquivalenz-
klasse [g] fiir ein g € G. Dann gilt w(g) = [g]. Also ist 7 surjektiv.

geker(n)<—=n(g)=[0]<—=[g|=[0] <= g=0 (modH)<—=g=g—0€H
Also gilt H = ker (7). O

1.16 Beispiel. (Z,+) ist eine abelsche Gruppe. Fiir jedes m > 2 bilden die Vielfachen von m eine
Untergruppe
mZ :={m-k |k €Z}

von Z. In diesem Fall hat die Aquivalenzrelation aus 1.11 die Form
n=ny (mod m)<=ny—nyEml<——m|n —ny

Wir sagen dann, dass n; kongruent zu n, ist modulo . Wir nennen die Aquivalenzklassen in diesem
Fall Restklassen (modulo m).

1.17 Proposition. Z/mZ ist eine abelsche Gruppe bestehend aus den m verschiedenen Restklassen
[O]a [1}7'-'7[’%_ 1]

Beweis: Aus Proposition 1.14 wissen wir, dass Z/mZ eine abelsche Gruppe beziiglich + ist. Ein be-
liebiges Element aus Z/mZ ist eine Restklasse [n] mit n € Z. Mit der Division mit Rest (Aufgabe 2.4)
folgtn =gm+rmitr € {0,...,m—1}. = n—r=gm. Also giltn =r (mod m), d.h. [n] = [r]. Dies
zeigt, dass Z/mZ = {[0],[1],...,[m—1]}. Es bleibt zu zeigen, dass die Restklassen [0],[1],..., [m—1]

paarweise verschieden sind. Es sei also [n;] = [n2] mit 0 < n; <ny <m— 1. Es folgt, dass n; = ny
(mod m) =>m |n, —ny und 0 < np —n; < m—1. Es muss also n; —n; =0, d.h. n; = ny gilt wie
gewiinscht. O

1.18 Beispiel. Wir berechnen die Verkniipfungstafel der Gruppe Z /47

+ [ [0 | 1] | 2] | 3]
O] [ [0] | 1] | [2] | [3]
0] 0] | 2] | 3] | [0]
2 [ 2] | B]|[0] | [1]
BB [ | [2]
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1.19 Beispiel. Wann treffen sich der Minuten- und der Stundenzeiger? Wir beginnen um Mitternacht

mit O zu zdhlen. Dann sei x € R die Anzahl Stunden. Wihrend der Stundenzeiger 75 des Uhrkrei-

ses durchlaufen hat, iberdeckte der Minutenzeiger schon den x-ten Teil des Uhrkreises. x € R ist

Treffpunkt, genau dann wenn x = & (mod Z) <= x=0 (mod Z) <= x = 2k mit k € Z. Also

=12
treffen sich die Zeiger nach % Stunden, % Stunden, ..., % Stunden, % Stunden=12 Stunden. Diese

Rechnung fand in der Gruppe R/Z statt.

2. Ringe und Korper

In der Schule lernt man schon frith den Ring Z kennen. Als weiteres Leitbeispiel werden wir im
nichsten Abschnitt den Ring der Polynome kennenlernen. In diesem Abschnitt werden wir Ringe
und die fiir die lineare Algebra grundlegenden Korper studieren. Korper sind kommutative Ringe, in
denen man dividieren kann. Sie werden die Rolle der Zahlbereiche tibernehmen.

2.1. Ein Ring ist eine Menge R mit zwei inneren Verkniipfungen +, - so, dass (R,+) eine abelsche
Gruppe und (R, -) ein Monoid ist. Weiter verlangen wir, dass die Distributivgesetze gelten, d.h.

(D1) a-(b+c)=a-b+a-c
(D2) (b+c)-a=b-a+c-a

fiir alle a,b,c € R. Beachte, dass wir bei einem Monoid insbesondere ein neutrales Element bzgl. -
verlangen, das wir bei Ringen immer mit 1 bezeichnen werden.

2.2. Ein Ring hei3t kommutativ, wenn er beziiglich der Multiplikation kommutativ ist.

2.3. Das Neutralelement bzgl. + wird wie gewohnt mit 0 bezeichnet. Wir wollen das Inverse von
a € R mit —a bezeichnen (bzgl. der Addition). Weiter ist die Subtraktion — definiert als

a—b:=a+(-D)
Fiir a, b, c € R gelten dann folgende Rechenregeln, die in Aufgabe 5.5 bewiesen werden:
1) a-0=0=0-a
ii) Das Einselement ist eindeutig festgelegt. Es gilt 1 = 0 genau dann, wenn R = {0}.
iii) —a=(—1)-a
iv) a-(b—c)=a-b—a-cN(b—c)-a=b-a—c-a

2.4 Definition. Ein Korper ist ein kommutativer Ring K so, dass K \ {0} eine Gruppe ist. Insbeson-
dere gilt 0 # 1.

2.5 Beispiel. Z ist ein kommutativer Ring, aber kein Korper, weil m > 2 kein multiplikatives Inverses
hat. Als Korper kommen uns Q und R in den Sinn.

2.6 Proposition. Fiir m > 2 ist 7./mZ ein kommutativer Ring bzgl. den Verkniipfungen

]+ [n2] := [ +ma], [n1]-[n2] :=[ny - na

Beweis: Es bleibt nur zu zeigen, dass die Multiplikation wohldefiniert ist, da wir + schon frither
betrachtet haben und die Rechenregeln sich vererben. Das lassen wir als Ubung. O

2.7. Fiir einen Ring R bezeichnen wir mit
R':={acR|3a'eRaa'=a'a=1}

die Menge der invertierbaren Elemente aus R. Da (R, -) ein Monoid ist, folgt aus 1.9, dass (R*,-) eine
Gruppe ist.

21



KAPITEL II. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

2.8 Proposition. Sei m > 2 und n € N. Dann gilt: [n] € (Z/mZ)* <= ggT(m,n) = 1.

Beweis: [n| € (Z/mZ)* <= 3Ix€Z,[x|-[n]=[1] <= I,y€Z,x-n—1=y-m

,»<—": Wir nehmen ggT(m,n) = 1 an. Nach dem Lemma von Bezout hat die diophantische Glei-
chung xn — ym = 1 eine Losung (x,y) € Z* (da ggT(n,m) = 1). Nach dem Beginn des Beweises folgt
[n] € (Z/mZ)*.

=" Sei [n] € (Z/mZ)*. Wir bezeichnen den ggT(m,n) mit d. Nach dem Beginn des Beweises
gilt 3x,y € Z mit xn — ym = 1. Nach Proposition 1.2.10 folgt aus d | nund d | m auch d | xn — ym = 1.

Also folgtd = 1. O
2.9 Beispiel. (Z/9Z)* ={[1],[2],[4],[5],]7],[8]}. Dies geschieht am Besten mit Proposition 2.8. Wir
berechnen jetzt noch [5]~! = [2], denn [5] - [2] = [10] = [1].

2.10 Korollar. Sei m > 2, dann ist 7./mZ genau dann ein Kérper, wenn m eine Primzahl ist.

Beweis: Nach 2.6 und 1.17 ist Z/mZ = {[0],...,[m — 1]} ein kommutativer Ring. Es folgt:

Z/mZ Korper <= (Z/mZ)* = {[1],...,[m—1]}
“8[v e {l1,. —1}=>ggT(n,m):l]
<—=>m Primzahl O

2.11 Proposition. In einem Korper K gelten die folgenden Eigenschaften:

i)a-b=0=—=a=0V b=0 (nullteilerfrei)
ii) [a-b:a-c A a#O] = b=c (Kiirzungsregel)
Beweis:

i) Esseia-b=0. Wenn a = 0 ist, dann sind wir fertig. Also diirfen wir oBdA a # 0.
—0=a'-0=a'(ab)=b
Dies zeigt i).
ii) Aus ab = ac folgt 0 = ab—ac = a(b—c). Weil a # 0 folgt mit i) b — ¢ = 0. O

2.12 Beispiel. In einem Ring miissen diese Eigenschaften nicht gelten. Zum Beispiel ist der kommu-
tative Ring Z/mZ genau dann nullteilerfrei, wenn m eine Primzahl ist.

,»<—": Wenn m eine Primzahl ist, dann ist Z/mZ ein Korper nach Korollar 2.10 und somit nulltei-
lerfrei nach Proposition 2.10.

»—"2 Wenn m keine Primzahl ist, dann gilt m =n;-np mit 1 <n; <mund 1 < ny < m. Also
gilt [n1] - [n2] = [n1 -nma] = [m] = [0] € Z/mZ. Also sind [n;] und [ny] Nullteiler und es gilt offenbar
[n1] # [0], [n2] # [0]. Dies beweist die Negation von <= und damit =>. O

2.13. Wir wollen noch auf die Zahlbereichserweiterung R C C eingehen. Als Menge gilt C = R?,
aber wir schreiben komplexe Zahlen als a + b -i statt (a,b) € R?. Dabei ist i ein formales Symbol,
das der Rechenregel i> = —1 geniigen soll. Die komplexen Zahlen veranschaulicht man sich in der
GauB’schen Zahlenebene:

,»y-Achse

+ bi
bit oa

,.x-Achse
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Die reellen Zahlen sind dann auf der x-Achse, wenn man a € R mit a + 0 - 1 identifiziert. Die Zahlen
auf der y-Achse, auler 0, nennt man rein imaginir. Fiir eine komplexe Zahl z =a+ b -1 heilt a
Realteil von z. Er wird mit Re(z) bezeichnet. Der Imaginirteil Im(z) ist als b definiert. Weiter ist

|z| :== Va?+b?

der Betrag von z. Wir nennen 7 := a — bi die komplex-Konjugierte von z.

Im(z)i | /.Z
|

Re(2)

—Im(z)i ¢ .

Wir definieren die Addition von komplexen Zahlen z = a + bi und w = ¢ +di durch
z+w:=(a+c)+(b+d)-i
analog zur Vektoraddition im R?. Die Multiplikation dieser Zahlen ist definiert durch
zw:=(a-c—b-d)+(a-d+b-c)-i

Der Vorteil der Schreibweise z = a+ b -1 wird hier deutlich, weil man sich die Multiplikation dadurch
merken kann, dass sie fiir reelle Zahlen wie iiblich funktioniert, dass die iiblichen Rechenregeln gelten
und dass i = —1 gilt. Zum Beispiel gilt:

(2+3)(1-1)=2-1-2-i+3-i -3 =2-2i +3i+3 =5 +i
2.14 Satz. (C,+,-) ist ein Korper.

Beweis: Die Korperaxiome sind einfach zu priifen. Wir priifen hier nur, dass jede komplexe Zahl
z = a+ bi # 0 eine multiplikative Inverse hat. Es gilt

z-Z2=(a+bi)(a—bi) =a* — (bi)> =a* +b* =|z)? (IL.1)

Wegen z # 0 folgt |z| > 0 und mit (I1.1) folgt, dass |z|~2 - Z die multiplikative Inverse zu 7 ist. O

3. Polynome

Wir beleuchten Polynome in diesem Abschnitt vom Standpunkt der Algebra aus.
Es sei dabei K immer ein Korper.

3.1. Wenn (a;);es eine endliche Familie von Elementen a; € K ist, dann bedeutet ) ;; a;, dass wir die

Familie aufsummieren. Durch Umnummerieren konnen wir / = {1,...,n} annehmen. Dann schreiben
wir
n
Zai = Zai:al +...+a,
icl i=1

Wenn I = @, dann setzen wir . a; := 0 Beachte, dass es oben nicht auf die Wahl der Nummerierung
i€l
ankommt wegen der Assoziativitit und der Kommutativitét von +.

3.2 Proposition. Es sei (a;)ics, (bi)icr und (c;) jej endliche Familien aus K und d € K. Dann gilt
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KAPITEL II. ALGEBRAISCHE GRUNDLAGEN

a) Zda,- = dZai,

icl icl
b) Y (ai+b) =Y ai+) b
icl icl icl
o) (Ya) (Xen)=YYac)= Y ac;=Y Y ac))
iel jeJ iel jeJ (i,j)elxJ jedJ i€l

d) falls I die disjunkte Vereinigung von I' und I ist, dann gilt: Za,- = Za,- + Z a,.
icl icr el

Beweis: Aufgabe 6.1. O
3.3 Definition. Ein Polynom mit Koeffizienten a; € K ist ein formaler Ausdruck
p(x) = aux™ + am 1 X"Vt aix+ag

Dabei ist x ein formales Symbol, das wir Variable nennen. Dabei sind zwei Polynome p(x) und g(x)
genau dann gleich, wenn die Koeffizienten # 0 gleich sind, d.h. a; # 0 <= b; # 0 und a; = b; fiir
alle diese Koeffizienten. Der hochste Koeffizient ist das a; und mit maximalem j mit a; # 0. Dieses
7 heiit dann Grad von p(x). Wir bezeichnen den Grad mit deg g(x). Konvention: deg(0) = —eo. Die
Menge aller Polynome wird mit K[x]| bezeichnet.

3.4 Definition. Wir definieren die Addition der Polynome
P(x) = apX™ + @ 1 X" - dap und  g(x) = b+ by X 4 by

durch
p(x) +q(x) == (ar +bi)x" + (ax_1 + b)) -+ (ao +bo),

wobei k := max{m,n} und wir Koeffizienten a;, b; mit i > m bzw. j > n als 0 setzen.
3.5 Definition. Wir definieren die Multiplikation der obigen Polynome durch
P(x) - q(x) 1= Cnrnd™ "+ Cpprn X e

mit
Ck = axbo+ax1by +---+arby_1 +aoby = Z aib;.
i+j=k

Wieder werden alle nicht definierten a;, b; als 0 gesetzt.
3.6 Proposition. Mit diesen Verkniipfungen ist K|x| ein kommutativer Ring.

Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass K|[x| eine abelsche Gruppe bzgl. + bildet. Das Neutralelement
bzgl. + ist das Nullpolynom 0. Ebenfalls ist klar, dass K|[x] bzgl. der Multiplikation kommutativ ist
und das Neutralelement p(x) = 1 hat. Wir werden in Aufgabe 6.2 sehen, dass die Multiplikation
assoziativ ist. Also ist (K|[x], - ) ein kommutatives Monoid.
Es bleibt die Distributivitit p(x) - (¢(x) 4+ r(x)) = p(x) - g(x) + p(x) - r(x) fiir Polynome p(x),q(x),
r(x) € K[x] zu beweisen. Es sei
p(x) =apx"+---+ao

und durch Aufstocken mit Nullkoeffizienten diirfen wir
q(x) =byx"+---+ by, r(x) =cp X"+ +co.
annehmen. Der k-te Koeffizient von p(x)(g(x) + r(x)) ist

Y ai(bj+c))

i+ j=k
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Der k-te Koeffizient von p(x)g(x) + p(x)r(x) ist

Z Clibj+ Z aic; = Z a,-bj+a,-cj

i+j=k i+j=k i+j=k
Aufgrund der Distributivitét von K folgt p(x)(g(x) 4+ r(x)) = p(x)g(x) + p(x)r(x). O
3.7. In ein Polynom p(x) = a,x™ + - - - + ap kann man Werte o € K einsetzen und erhilt
pla) =a,0"+---+ay €K
Weiter heifit & € K Nullstelle von p(x) :<= p(a) =0
3.8 Proposition. Fiir p(x),q(x) € K[x] und o € K gilt
(p+q)(a) =p(a)+4(a), (p-g)(a) =p(a)-q(a)

Beweis: Das erste Gesetz folgt sofort aus Proposition 3.2 b). Wir beweisen das zweite Gesetz:

ple-a(@) = (Lae)- (L be)

= Z aibjai”
320 (i e {0,m} x{0,...n}

Wir schreiben {0, ...,m} x {0,...,n} = U {(i,)) € {0,...,m} x {0,...,n} | i+ j =k} als Verei-
nigung paarweise disjunkter Tellmengen Deshalb folgt aus 3.2 d).

p(a)-gq(o) = Y aibjo
(i,7)€{0,...,m} x{0,....n}
m+n m+n
= Z Z ab OthL] = Z Z a,-bjak
k=0 i+ j=k k=0 i+ j=k
m-+n K
=Y | X abj)a=(p-q)a) O
324) 1 2o \ifj=k

Im folgenden soll die Rechenregel —so +m = —oo gelten fiir alle m € NU {—oo}.
3.9 Proposition. Fiir Polynome p(x),q(x) € K[x] gilt:
a) deg (p(x)+q(x)) <max{deg(p(x)),deg (q(x))}. Weiter gilt ,,=*, falls deg (p(x)) # deg (¢(x)).
b) deg (p(x)-q(x)) =deg (p(x)) +deg (q(x)).

Beweis: Wenn p(x) = 0 oder g(x) = 0, dann sind die Behauptungen trivial. Also diirfen wir anneh-
men, dass p(x),q(x) nicht das Nullpolynom sind. Also haben wir

p(x) =amx™ +---+ao, am#0

und
q(x) =bux"+---+by, by, #0

Wegen der Kommutativitét diirfen wir m > n annehmen. Falls m > n, dann gilt
p(x) +q(x) = a,x™ + kleinere Grade.
In diesem Fall gilt
deg(p(x) +4(x)) = m = deg(p(x)) = max{deg(p(x)),deg(q(x))}
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Falls m = n, dann gilt
p(x)+q(x) = (am + bm)x™ + kleinere Grade.

Es folgt
deg(p(x) +¢(x)) < m = max{deg(p(x)),deg(q(x))}

Um b) zu zeigen, bemerkt man
m+n

p()-q(x) =) e
k=0

Cir — Z a,-bj

i+j=k
Insbesondere gilt
Cmin = Ambp # 0

nach Proposition 2.11 (Kérper ist nullteilerfrei). Es folgt deg(p(x) - ¢(x)) = m +n wie gewiinscht.
Dies zeigt b). O

3.10 Korollar. /m Ring K|[x| gilt die Kiirzungsregel

P(x)gq(x) = p(x)r(x) A p(x) # 0= g(x) = r(x)

und er ist nullteilerfrei:
p(x)q(x) =0 = p(x) =0 V g(x) =0.

Beweis: Wir zeigen zuerst die Nullteilerfreiheit. Sei p(x)g(x) =0 und p(x) # 0, g(x) # 0. Ziel: Wi-
derspruch! (Indirekter Beweis). Wegen

deg (p(x)q(x)) = deg (p(x)) +deg (q(x)) # —eo

und somit p(x)g(x) # 0 = Widerspruch! Aus der Nullteilerfreiheit folgt immer die Kiirzungsregel:
p(x)q(x) = p(x)r(x) A p(x) #0

= p(x)q(x) — p(x)r(x) = p(x) (q(x) —r(x)) =0
Weil K[x] wie oben gesehen nullteilerfrei ist und p(x) # 0, muss g(x) — r(x) = 0 gelten, d.h. g(x)
r(x).

3.11 Theorem (Polynomdivision). Fiir a(x), b(x) € K[x] mit b(x) # 0 gibt es genau ein q(x),r(x)
K[x] mit

Ol

m

a(x) =q(x)b(x)+r(x) A deg(r(x)) <deg(b(x))

Beweis: Vollstindiger Induktion nach d = deg(a(x)) analog zu Theorem 2.6. Der Beweis wird in
Aufgabe 6.3 gemacht. 0

3.12 Korollar (Abspalten einer Nullstelle). Sei & € K eine Nullstelle von p(x) € K[x]. Dann 3! q(x)
€ K[x] mit
p(x) = (x— a)g(x)

Beweis: Durch Polynomdivision (Theorem 3.11) 3g(x),r(x) € K[x] mit
p(x) =q)(x—a)+r(x) A deg(r(x)) <1
Also gilt r(x) = ¢ € K. Durch Einsetzen von o folgt
0=p(a) =g(a)(a—a)+c=0

Also gilt ¢ = 0 und es folgt die Existenz. Die Eindeutigkeit folgt entweder auch aus der Polynomdi-
vision (Theorem 3.11) oder aus der Kiirzungsregel 3.10. O

26



3. POLYNOME

3.13 Warnung. Wir haben die Polynome als formale Summen von Termen der Form a,x" definiert.
In der Schule definiert man Polynome oft als die entsprechenden Funktionen. Hier soll darauf hinge-
wiesen werden, dass Polynome nicht mit den entsprechenden Polynomfunktionen

K—K, a—a,a"+---+ap

identifiziert werden diirfen. Wir betrachten folgendes Beispiel im Fall K := Z/27Z = {0, 1}. Die Po-
lynome
p(x)=1x*=x*cK[x] und gq(x):=1x=x€K[x]

sind verschieden, aber die Funktionen K — K, o — p(), @ — g(o) sind gleich.
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Kapitel IlI.

Vektorraume

1. Grundbegriffe

In der Schule haben wir in der Geometrie die 3-dimensionale Vektorrechnung gelernt. Wesentlich ist,
dass man Vektoren mit reellen Zahlen strecken kann und mit Hilfe der Parallelogrammkonstruktion
addieren kann.

V+w

In der analytischen Geometrie lernt man, dass diese Vektorrechnung durch R* und den beiden Ope-
rationen

V1 Avy V1 w1 V1 +wq
Al va | =1 Ana |, vy |+ w2 | =] v2twm
V3 AV3 V3 w3 V3 +ws

beschrieben werden kann. Wir nennen A - v die skalare Multiplikation des Vektors

mit dem Skalar A € R. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit K immer einen Korper. Analog kann
man die Addition auf K" erkldren und ebenso eine skalare Multiplikation von Elementen aus K" mit
einem Skalar A € K. Wir werden zuerst weitere Beispiele mit Addition und skalarer Multiplikation
kennen lernen und dann solche Situationen axiomatisch als Vektorrdume definieren. Die Vektorrdaume
bilden die Grundbausteine fiir die lineare Algebra. Man darf sie nicht mit Ringen verwechseln, bei
denen die Multiplikation eine innere Verkniipfung ist.

1.1 Beispiel. Wir betrachten ein homogenes lineares Gleichungssystem.

anxy +--- +appx, =0
..................... (III.1)
A1 X1+ + AmpXn = 0

Die in §1.4 bewiesenen Aussagen fiir lineare Gleichungssysteme stimmen nicht nur fiir den Korper
R, sondern auch fiir beliebige Korper. Wir nehmen also a;; € K an und suchen Losungen in K". Nach
Theorem 1.4.3 ist der Losungsraum von (III.1) eine Teilmenge des K", der abgeschlossen ist unter +
und skalarer Multiplikation.

1.2 Beispiel. Es sei V, := {p(x) € K[x] | deg (p(x)) < n}. Nach Proposition I1.3.9 ist V, abgeschlos-
sen unter + und skalarer Multiplikation mit Skalaren aus K.

1.3 Beispiel. Es sei X eine beliebige Menge und V := {f: X — K | f Funktion}. Dann kann man
leicht zeigen, dass V ein Ring ist beziiglich den Verkniipfungen

(f+e): X =K, x> f(x)+g(x) (f-8): X =K, x> f(x)-g(x)
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KAPITEL IIIl. VEKTORRAUME

fiir f,g € V. Man braucht dazu nur die Ringaxiome von K. Wir definieren eine skalare Multiplikation
von f € V mit A € K durch
A-f: X—K, x—=Ai- f(x)

Wir axiomatisieren diese Beispiele durch:

1.4 Definition. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V mit einer Addition +: V x V — V und einer
skalaren Multiplikation K x V — V, (A,v) — A -v, die folgenden Axiomen geniigt fiir alle A, u € K
und v,w € V:

A) (V,+) ist eine abelsche Gruppe

B) Es gelten die Distributivgesetze: (A +p) - v=A-v+u-v AA-(v+w)=1-v+A-w
) A (i) = (Aop) v

D) 1-v=v

1.5. Wir nennen die Elemente eines Vektorraumes Vektoren. Wir verzichten aber auf die Schreib-
weise V, die wir der Schule iiberlassen und notieren Vektoren einfach mit v oder w. Es ist leicht zu
sehen, dass die zuvor betrachteten Beispiele Vektorrdume sind.

1.6 Beispiel. Das trivialste Beispiel eines K-Vektorraumes ist der Nullraum {0}.

1.7 Beispiel. Man kann K selber als Vektorraum auffassen, in dem man die Multiplikation als skalare
Multiplikation auffasst.

1.8 Proposition. Fiir A € K und v aus dem K-Vektorraum 'V gilt:

a) A-Oy =0y

b) Og-v=_0y

c) (1) v=A-(—v)=—(A-V)

d A v=0=—=A=0 Vv=0y

Beweis: Aufgabe 7.1. O

1.9 Definition. Eine lineare Abbildung ¢: V — W zwischen den K-Vektorraumen V und W ist eine
Abbildung so, dass @(v+w) = @(v)+@(w), A -@(v) = @(A-v) firallev,w € Vund A € K.

1.10 Beispiel. Analog zu Beispiel 1.2 ist K[x] ein K-Vektorraum. Wir wihlen « € K fest. Dann ist
P Klx] = K, p(x) = p(a)
nach Proposition I1.3.8 eine lineare Abbildung.
1.11 Beispiel. Sei [a,b] ein abgeschlossenes Intervall in R. Dann ist der Raum
C(la,b]) :=={f: [a,b] = R | f stetige Funktion}

ein reeller Vektorraum analog zu Beispiel 1.3. Aus der Analysis wissen wir, dass die folgende Abbil-
dung

b
¢: C(la.b]) >R, fHLf@w

eine lineare Abbildung ist, d.h. es giltVf,g € C([a,b]) ,VAeR
b b b b b
[ o= [ s [ewar A [ rou= [ @ fo)ar
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1.12 Beispiel. Sei C! (]a,b[) der Raum der einmal stetig differenzierbaren reellen Funktionen auf
dem offenen Intervall |a,b[. Wie C([a,b]) bildet auch C' (]a,b[) einen reeller Vektorraum mit den in
Beispiel 1.3 definierten Operationen.

Aus der Analysis wissen wir, dass
v: C'(Ja,b]) — C(Ja,b]),f— f'
eine lineare Abbildung ist, d.h. es gilt Vf, g € C([a,b]) ,VA eR
(f+e)=f+s n Af)=21-f

1.13 Beispiel. Die Drehung der Ebene um einen gegebenen Winkel & induziert eine lineare Abbil-
dung ¢: R* — R

vV+w

ev+w) =)+ o(w) )
Begriindung: Das Parallelo-

gramm dreht sich mit. Stre-
ckung dreht sich auch mit, d.h.

P(Av) =A@ (v).

1.14 Beispiel. Die Abbildung ¢: R — R, x > x* ist nicht linear. ¢ ((—1)-x) # (—1)- ¢(x) z.B. fiir
x=1

1.15 Proposition. Es sei ¢: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen. Dann gilt:
a) 9(0)=0 A o(—v)=-0()

b) Wenn y: W — U eine weitere K-lineare Abbildung ist, dann ist auch wo @ : V — U eine K-lineare
Abbildung.

Beweis: Beachte, dass jede lineare Abbildung insbesondere ein Gruppenhomomorphismus ist bzgl.
+. Die entsprechenden Eigenschaften fiir Gruppenhomomorphismen wurden schon in Proposition
II.1.5 bewiesen. Also folgt a) und

(yop)(vi+v2) = (yo@)(vi)+(yo)(va).
Fir A € Kundv €V gilt
(Wo@)(A-v)=y(p(A-v)) =w(A-0(v) =A-y(p(») =A(ywop)(v)
Also folgt auch b). O

1.16 Definition. Eine K-lineare Abbildung ¢: V — W heif3t Isomorphismus, wenn es eine K-lineare
Abbildung y: W — V gibt mit:

yop=idy A @oy=idy (I1L.2)
1.17 Proposition. Fiir eine K-lineare Abbildung @ : V — W gilt: ¢ Isomorphismus <= @ bijektiv.

Beweis: ,,—>* Es sei ¢ Isomorphismus. Dann ist die lineare Abbildung y: W — V aus der Defini-
tion 1.16 offenbar die Umkehrfunktion von ¢ und damit ist ¢ bijektiv (siehe 1.3.18).

=" Es sei also ¢ eine bijektive lineare Abbildung. Nach 1.3.18 gibt es eine Umkehrabbildung
v: W —V, dh. (Il.2) gilt. Wir miissen zeigen, dass y linear ist. Seien wi,wy € W, A € K. Weil ¢
surjektiv ist, Iv; € V mit ¢(v;) = w;. Es folgt

vi=(yop)(vi)=y(w)
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Weiter gilt
y(Awn) =y (2e()) =y (A (m)) ) = Avi = Ay(w)
wie gewiinscht. Weiter haben wir
w(wi+w2) = (@) +9(12)) =y (@i +1)) =vi+v2=y(wi)+y(w)
Also ist ¥ linear. Es folgt, dass ¢ ein Isomorphismus ist. O

1.18. Nach Proposition 1.17 konnte man einen Isomorphismus direkt als bijektive lineare Abbildung
definieren. Der Vorteil der Definition 1.16 ist, dass sie sich problemlos auf andere mathematische
Strukturen {ibertragen lésst.

1.19. Alle bisher betrachteten linearen Abbildungen waren keine Isomorphismen (mit Ausnahme von
1.13). Um doch noch ein Beispiel zu geben, sei W := { p(x) € K[x] | deg (p(x)) < n} der Vektorraum
aus Beispiel 1.2 und V := K"*!. Die lineare Abbildung

Q:V =W, (a1,...,an11) = a1X" +ax '+t ax+ang,

ist offenbar bijektiv und damit nach Proposition 1.17 ein Isomorphismus.

2. Kartesische Produkte, Unterraume und Summen

In diesem Abschnitt sehen wir einige Grundkonstruktionen, die es erlauben, aus gegebenen Vektor-
rdumen neue Vektorrdume zu konstruieren. Weiter gehen wir néher auf die Begriindung ein, wieso
die Beispiele aus III.1 Vektorrdume sind.

Wie immer bezeichnet K einen Korper.

2.1. Sei (V;)ics eine Familie von K-Vektorrdaumen V;. Dann wird das kartesische Produkt [;c; V; zu
einem K-Vektorraum durch

(Vi)ier + (Wi)ier :== (vi+wWi)ier

und
A (Vi)iel = (l 'Vi)iel

Die Vektorraumaxiome sind einfach zu priifen, z.B. gilt:

A (i)ier + (Wiier) = A - (vi+wi)ier = (A (vitwi))
= A -vit+A-wiier = (A-vi)ier + (A -Wi)ier
=A-(i)ier +A - (Wi)ier-

Dies zeigt eine Form der Distributivitidt. Die anderen Axiome werden in Aufgabe 8.1 gezeigt.

2.2 Beispiel. Als Spezialfall betrachten wir I = {1,...,n} und V; =V, = ... =V, = K, dann erhalten
wir den bekannten Vektorraum K”.

2.3 Definition. Eine Teilmenge U des K-Vektorraumes V heif3t Unterraum von V genau dann, wenn
folgende 3 Axiome erfiillt sind:

Ul uj,upeU = u1+upy el
U2) AeKANueU|=AueclU
U3) 0eU

Das letzte Axiom brauchen wir nur, um die leere Menge als Unterraum auszuschlieen.
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2.4 Proposition. Fiir eine Teilmenge U des K-Vektorraumes 'V sind folgende Aussagen dquivalent:
a) U ist ein Unterraum.
b) Die Addition und die skalare Multiplikation von V machen aus U einen K-Vektorraum.

Beweis: a) =—> b) Sei U ein Unterraum von V. Nach Ul) ist 4 eine innere Verkniipfung auf U und
nach U3) gilt 0 € U. Weiter folgt aus U2):

uel = —u=(-1)ueclU
U2)

Aus I1.1.5 folgt, dass (U, +) eine Untergruppe von (V,+) ist. Also ist (U, +) eine abelsche Gruppe.
Weiter folgt aus U2), dass U unter skalarer Multiplikation abgeschlossen ist. Die anderen Vektorrau-
maxiome fiir U vererben sich von V. Das zeigt b). b) = a) trivial. ]

2.5 Beispiel. Der Losungsraum des homogenen Gleichungssystems in Beispiel 1.1 ist ein Unterraum
von K" (siehe Beispiel 1.1). Also folgt aus Proposition 2.4, dass der Losungsraum ein K-Vektorraum
ist.

2.6 Beispiel. SeiV der reelle Vektorraum der reellen Funktionen auf dem offenen Intervall |a, b[C R.
Dann ist C(]a, b[) ein Unterraum von V. Weiter ist C! (Ja, b[) ein Unterraum von C(Ja,b[) und damit
auch von V.

2.7 Proposition. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorriumen. Dann ist ker(Q) ein
Unterraum von V und @ (V) ist ein Unterraum von W.

Beweis: Nach Proposition I1.1.7 sind der Kern und das Bild Untergruppen, weil ¢ bzgl. + ein Grup-
penhomomorphismus ist. Es bleibt U2) nachzurechnen. Sei v € ker(¢),A € K, Dann gilt:

P(Av)=Ap(v)=A0=0
Analog fiir das Bild. 0

2.8 Proposition. Sei (U;);c; eine Familie von Unterriumen des K-Vektorraumes V. Dann ist auch
Nic1 Ui ein Unterraum von 'V .

Beweis: Sei U :=;;U;. Weil 0 € U; gilt Vi € I nach U3) fiir U;, folgt auch 0 € (;¢; U;. Also gilt
U3) auch fiir U. Sei uy,up € U, dann gilt u;,u; € U; Vi € 1. Nach U1) fiir U; gilt uy +up € U; Vi € 1.
Dann gilt u; +uy € N;; Ui = U, also folgt Ul) fiir U. Sei u € U, A € K = [Au € U;Vi € I]. damit
auch Au € N;g; Ui =U,d.h. U2) fiir U. O

2.9 Proposition. Es seine Uy,U, Unterridume des K-Vektorraumes V. Dann ist
{u1 +up | uyelUy,uy € Uz}
ein Unterraum von'V .

Beweis: Wir miissen die Unterraumaxiome priifen fiir U := {uj +u | u; € Uy,uy € Uz }. Seien u,u’ €
U. Dann gilt u = u; + up, u' = uy + vy mit uy,u} € Uy, up,ul, € Uy. Wegen

utu = (uy+u) + (u) +uy) = (ur +uy) + (up+ 1)
folgt u+u' € U. Also gilt Ul). Seiu € U, A € K. Dann gilt u = u; + u, wie oben und
lu:l(ul—l—uz) =Aui+Aup

Also folgt Au € U und damit gilt U2). Da 0 = 0+ 0 ist, gilt auch U3). 0
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2.10 Definition. Der Unterraum {u; +uy | u; € Uy, uy € U,} aus Proposition 2.9 heiit die Summe
der Unterrdaume U; und U,. Es wird mit U; + U, bezeichnet.

2.11 Proposition. Es seien Uy,U, Unterrdume des K-Vektorraumes V und U := U\ + U,. Dann sind
folgende Bedingungen dquivalent.

a) Uy NU, ={0}.
b) Yu e U= I (u1,up) € Uy x Uy mit u=u; +up

Beweis: a) =—>Db): Sei u € U. Aus der Annahme U = U, + U, folgt die Existenz von u; € Uy, up € U,
mit u = u; +uy. Es bleibt zu zeigen, dass so eine Darstellung eindeutig ist. Sei u = ) + /) eine weiter
Darstellung.

— Ui +u2:u’1+u’2:>u1 —u’l :ulz—ug

Die linke Seite ist in U und die rechte Seite in U,. Also gilt
U —u’l :ulz—uz cUiNU; = {O}

Also folgt u; = u; und u, = i) und damit die Eindeutigkeit. Dies zeigt b).
b) = a): wir miissen U; NU, = {0} zeigen. Sei u € U; NU,. Dann gilt

u=u+0=04u

Dies sind zwei Darstellungen der Form u = u; 4+ up mit u; € U;. Aufgrund der Eindeutigkeit in b) folgt
u=0. Also gilt U; NU, = {0}. Dies zeigt a). O

2.12 Definition. Wenn eine der beiden dquivalenten Bedingungen in Proposition 2.11 erfiillt ist, dann
heiBit U die direkte Summe der Unterrdume Uy und U,. Wir schreiben dann U = U; @ U,.

2.13 Beispiel. Es seien 0 < k < n natiirliche Zahlen und V := {p(x) € K[x] | deg(p) < n}. Wir haben
in Beispiel 1.2 gesehen, dass V ein K-Vektorraum ist. Dann sind

k
U := { Za.,-xj laj e K}
=0

und .
Uzlz{ Z ajxj|aj€K}
j=k+1

und
n

Uz ::{Zajxj|aj €K}
J=k

Unterrdume von V, wie man leicht nachrechnen kann. Offenbar gilt
U+U,=U+Us =V

Wegen Uy NU, = {0}, folgt mit Proposition 2.11 V = U; ©U,. Wegen U NU; = {Ax* | A € K} # {0},
folgt mit Proposition 2.11, dass U; + U3 = V keine direkte Summe ist.

2.14. Es seien Uy, ...,U, Unterrdume des K-Vektorraumes V. Wenn jeder Vektor v € V genau eine
Darstellung v = u; + --- + u, mit u; € U; hat, dann heilit V die direkte Summe der Unterrdume
Uip,...,U,. Wir schreiben dann

V=Uel,s &l

Fiir » > 2 ist das hier nicht mehr ganz so einfach wie in Proposition 2.11. Dies werden wir in Aufgabe
8.2 untersuchen. In Beispiel 2.13 gilt, dass V die direkte Summe der 7+ 1 Unterriume K - x* ist, wobei
k=0,...,n. Es gilt also

V:él(-xk.
i=0

34



3. QUOTIENTENRAUME UND DUALRAUM

3. Quotientenraume und Dualraum

In diesen Abschnitt werden wir sehen, dass man auch Kongruenzen in einem Vektorraum modulo
einem Unterraum betrachten kann. Diese Konstruktion ist genau so wichtig wie Z/mZ. Weiter wer-
den wir sehen, dass die Menge aller linearen Abbildungen zwischen zwei Vektorrdumen wieder ein
Vektorraum bildet. Im Spezialfall des Wertebereichs gleich K sprechen wir von Dualraum, dessen
Konstruktion in vielen Bereichen der Mathematik wichtig ist.

In diesem Abschnitt bezeichnet K ein Korper, V, Vi, V, sind K-Vektorrdume und W ist ein Unter-
raum von V.

3.1. Wir kénnen W als Untergruppe der abelschen Gruppe (V,+) betrachten und erhalten die Kon-
gruenz modulo W wie in II.1.11, d.h. fiir v, v, € V gilt

vi=vy (mod W):<=v;—v, e W.

Die Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit [v]. Wir nennen die Menge der Aquivalenzklasse {[v] | v €
V'} den Quotientenraum V /W.

3.2 Proposition. Der Quotientenraum V /W ist ein K-Vektorraum bzgl. den Operationen
i+ 2] i= i+ w2, Ap]:=[Av)].

Beweis: Nach Proposition II.1.14 ist + wohldefiniert auf V /W und macht aus V /W eine abelsche
Gruppe. Fir A € K und vi = v, (mod W) gilt

vi=v, (modW)=vi—v e W= Avi—Av,=A(vi—w) eW

und damit folgt Av; = Av, (mod W). Somit ist die Definition A [v] := [Av] unabhingig von der Wahl
des Reprisentanten v € V, d.h. wohldefiniert. Die anderen Vektorraumaxiome vererben sich von V
auf V /W, z.B. gilt der zweite Teil von B) fiir V/W wegen

A+ = [A+p] | = Al = AW+l O

3.3 Proposition. Die kanonische Abbildung w: V — V /W, v — [v] hat folgende Eigenschaften:

a) T ist eine surjektive lineare Abbildung.

b) ker(m)=W.

Beweis: Dies folgt sofort aus Proposition II.1.15 und Proposition 3.2. O

3.4 Beispiel. Sei V = U @& W fiir Untervektorrdaume U,W. Dann haben wir einen Isomorphismus
O:U =S V/W, uvs [ul.

"Nach Proposition 3.3 ist ¢ linear und ker(¢p) = U NW = {0} wegen der direkten Summe. Also
ist @ injektiv nach Proposition II.1.7. Um surjektiv zu zeigen, sei [v] € V/W. Es existiert genau ein
ucU,weWmitv=u+w. = [v| = [u] und somit ¢(u) = [w].,

3.5 Theorem (Homomorphiesatz). Sei ¢: V| — V; eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen und
W, ein Unterraum von Vi mit Wy C ker (). Dann gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: Vi /W) —
1%} mit@([vl]) = ¢@(v1) fiir alle vi € V).

Beweis: Sei [v] ein beliebiges Element aus dem Quotientenraum V; /W;. Wir definieren @ ([v;]) :=
¢(v1) und miissen zeigen, dass dies nicht von der Wahl des Reprisentanten v; € V) abhéngt. Fiir
Vi eV gilt

vi=v] (mod W;) = vi —v| € W) Cker(¢)
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und damit folgt aus der Linearitit ¢(v;) = @(v}) wie gewiinscht. Die Linearitit von @ ergibt sich aus

)+ ) = BB +) =9+

und
P(A[v1]) =9 ([Av1]) = @(Avi) = Lo (v1)
:kﬁ([vl]).

Eindeutigkeit: Es ist also @: Vi /W) — V, linear mit: Vv € V gilt ¢(v) = @([v]). Ist dann [v] € V} /W,
ein Vektorund v € 7! ([v}) ein (beliebiges) Urbild (wobei zr: Vi — V; /W die kanonische Projektion
aus Proposition 3.3 ist), so folgt @([v]) = ¢(v). Damit ist ¢([v]) eindeutig durch [v] bestimmt. [

3.6 Theorem (Isomorphiesatz). Sei ¢: V|, — V, eine lineare Abbildung. Dann gilt
9 Vi/ker(@) = o(Vi), [vi] = @(v1).

Beweis: Nach Theorem 3.5 erhalten wir eine Abbildung @: V;/ker(¢) — ¢(V;), wenn wir noch
den Wertebereich V, durch das Bild ¢(V)) ersetzen. Es bleibt zu zeigen, dass @ bijektiv ist nach
Proposition 1.17. Wegen

[vi] € ker(9) L o(vi) =0<= v €ker(@) <[] =0

folgt ker(@) = {0}, d.h. @ ist injektiv nach Proposition II.1.7.
Sei v, € (V). Dann Jv; € V| mit vy = ¢(v;). Nach Definition von @ gilt v, = 6([\)1]). Damit ist
¢ auch surjektiv. O

3.7. Fiir K-Vektorrdaume V|,V sei
Homg (V1,V2) :={¢@: Vi = Vo | ¢ K-lineare Abbildung}.
3.8 Proposition. Der Raum Homg (Vy,V,) wird zu einem K-Vektorraum beziiglich der Addition
e+y:Vi—= Vo, v (@+y)(vi) :=@(vi)+y(vi)
und der skalaren Multiplikation
A-o:Vi=Vo, vi—= (Ae)(v1) :=A0(v)
mit A € K.

Beweis: Wir zeigen exemplarisch den ersten Teil von B), die anderen Axiome sehen wir in den
Ubungen: Fiir v; € V; gilt

(A-(e+w) ) = A-((p+¥)(m)) = Ale(n)+w(m))

B)ff_rvzl'fp(vl)—i-?t'll/(vﬂ Dot - (A-9)(v) +(A-y)(n)

=A-9+A-y)(n)

und damit sind A - (¢ + y) und A - @ + A - y als Abbildungen gleich. O

Def. -

3.9 Definition. Fiir einen Vektorraum V definieren wir den Dualraum V* als V* := Homg (V,K). Die
Elemente aus V* sind lineare Abbildungen f: V — K, die wir lineare Funktionale auf V nennen.
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3.10 Korollar. V* ist mit den Operationen
f+eg:V=oKv— f(v)+g(v) und A-f:V->Kv—=A-f(v)
fiir A € K ein K-Vektorraum.

Beweis: Nach Beispiel 1.7 ist K selber ein K-Vektorraum und deshalb folgt die Behauptung aus
Proposition 3.8. O

3.11 Proposition. Die Abbildung
(,):VxVI=K, (nf)= f(v)
ist bilinear, d.h. sie ist linear im ersten Argument

i4va, ) =i, )+, f) AN (Avf)=A(f)

und linear im zweiten Argument

Wfte=mhNH+me N A=A, f).

Beweis: Die Linearitdt im ersten Argument folgt aus der Linearitit von f und die Linearitit im
zweiten Argument folgt aus der Definition von + und der skalaren Multiplikation linearer Funktiona-
le. O

3.12. Wir konnen die Bilinearform (, ) auf V x V* benutzen um jedem v € V eine Funktion (v, -)
auf V* zuzuordnen. Dabei bedeutet der Punkt -, dass wir v als fest betrachten und die Funktion f —
(v, f) € K meinen. Wegen der Linearitit im zweiten Argument ist (v,-) ein lineares Funktional auf
V*. In anderen Worten gehort (v, - ) zum Bidualraum V** := (V*)*

3.13 Proposition. Die kanonische Abbildung V — V** v (v, -) ist linear.
Beweis: Die Linearitét folgt aus der Linearitdt im ersten Argument in Proposition 3.11. O

3.14 Bemerkung. Wir werden spiter sehen, dass diese lineare Abbildung immer injektiv ist. Falls
V endlich dimensional ist, werden wir sogar zeigen, dass sie ein Isomorphismus ist, d.h. es gibt
Bidualitiit. Das bedeutet, dass es einen kanonischen Isomorphismus von V auf den Bidualraum gibt,
mit dem man V mit V** identifizieren kann.

3.15 Proposition. Sei ¢: V| — V, eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen. Dann existiert genau
eine Abbildung @*: Vy' — V" mit

(@), 2) = (v1,0"(f2))
fiirallevy € Vi, f> € Vy.

Beweis: Die obige Identitit ist dquivalent zu

faoo(vi) = f2(e(n)) = (0*(f2) (),

deshalb setzen wir
0" (f2) == fa0 0.

Dies zeigt die Existenz und die Eindeutigkeit folgt aus der Konstruktion. O

3.16 Definition. Diese Abbildung ¢*: V; — V" aus Proposition 3.15 heif3t die duale Abbildung zu
Q.
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3.17 Proposition. Die duale Abbildung ¢* ist linear.
Beweis: Fiir f>,g> € V" und v; € V; gilt
(@(v1),/2) = (vi, 0 (f2)) A (@(v1),82) = (v1,07(82))-
Mit der Linearitit im zweiten Argument folgt fiir jedes A € K:
(@(v1),Af2+g2) = (vi,A0"(f2) + 97 (22))-

Andererseits ist die linke Seite gleich (vi, @*(A f2 + g2)) nach Proposition 3.15. Weil v; € V; beliebig
war, folgt @* (A f2+g2) = A@*(f2) + ¢*(g2) nach Definition der Paarung. O
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Kapitel IV.

Dimensionstheorie

In diesem Kapitel werden wir alle Vektorrdume bis auf Isomorphie klassifizieren.

1. Linearkombinationen

In diesem Abschnitt betrachten wir alle Moglichkeiten, wie man aus gegebenen Vektoren eines Vek-

torraumes neue Vektoren konstruieren kann. Damit kann man den kleinsten Unterraum beschreiben,

der eine gegebene Teilmenge S enthélt. Diesen Unterraum werden wir die lineare Hiille von S nennen.
In diesem Abschnitt sei K ein Korper und V ein Vektorraum.

1.1. Wir beginnen mit Vektoren vi,v,,...,v, € V, die nicht notwendigerweise verschieden sein miis-
sen. Ein Vektor der Form v = Ajv; +--- + A,v, mit A{,..., 4, € K heiBt Linearkombination von
VigeeeyVn.

1.2 Beispiel. Die Menge der Linearkombinationen der Vektoren v; = (é) und v, = (i) bilden die
Ebene durch v; und v;.

1.3 Proposition. Fiir jedes S C 'V existiert ein kleinster Unterraum W von V mit der Eigenschaft
SCWwW.

Beweis: Es gibt offensichtlich mindestens einen Unterraum W von V mit § C W, denn wir kénnen
einfach W :=V wihlen. Wegen Proposition II1.2.8 ist

u= () W

W Unterraum,
SCW

ein Unterraum von V. Offenbar gilt S C U. Also ist U auch ein Unterraum mit S C U und anderer-
seits gilt nach Konstruktion, dass U C W fiir alle Unterrdume S C W. Also ist U der kleinste solche
Unterraum. ]

1.4 Definition. Der kleinste Unterraum von V, der S enthilt, heif3t lineare Hiille von S. Wir bezeich-
nen ihn mit (S). Wenn S = 0, dann gilt (0) = {0}. Falls S # 0, dann haben wir folgende Beschreibung:

1.5 Proposition. Die lineare Hiille von S ist gleich der Menge der Linearkombinationen, die man
aus endlich vielen Elementen aus S bilden kann.

Beweis: Die Menge M
M:={Avi+- 4 Avn | Vi, s €S, A1, 4y € K,n € N}
bildet einen Unterraum von V:
e die Summe von zwei solchen Linearkombinationen ist offenbar wieder in M.

e cin skalares Vielfaches einer Linearkombination aus M ist aufgrund der Distributivitit wieder
eine solche Linearkombination.

e 0=0-vfirirgendeinve S = 0€ M.
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Dies zeigt, dass M ein Unterraum ist. Wegen s = 1-s fiir s € S gilt § C M. Nach Definition der linearen
Hiille folgt (S) C M. Weil ein Unterraum abgeschlossen ist unter + und skalaren Multiplikation, muss
er jede Linearkombination aus seinen Elementen enthalten. Aus S C (S) folgt damit M C (S). Also
gilt M = (S) wie gewiinscht. O

1.6 Proposition. Seien V.V’ K-Vektorriume und ¢:V — V' @': V — V' zwei lineare Abbildungen.
Weiter nehmen wir an, dass die Einschrinkungen von ¢ und @' auf S C 'V iibereinstimmen. Dann
stimmen @ und @' auch auf der linearen Hiille von S iiberein.

1.Beweis: Seiv € (S). Nach Proposition 1.5 gilt v=A,v; + -+ A,v, mit v; € S, A; € K. Es folgt aus
der Linearitit von ¢ und ¢’

00) = 9(L ) = Y Aplu) = Y. 249/ = ¢/ (1 Aw) = /()

wie gewiinscht. O

2.Beweis: Die Menge
{vevieW) =¢'(v)} =ker(¢—¢)

ist ein Unterraum von V (Proposition I11.2.7), der S enthélt. Nach Definition der linearen Hiille enthélt
obige Menge die lineare Hiille (S), was zu zeigen war. O

1.7 Definition. Die Vektoren vy,...,v, € V heiBen linear abhingig, wennes A;,...,A, € K gibt, die
nicht alle O sind und fiir die
AMvi+-+ A, =0

gilt. Wenn vy, ..., v, nicht linear abhéngig sind, dann heilen sie linear unabhéiingig, d.h. aus
Avi++ Ay, =0
mit A; € K folgt immer A; = --- = A, = 0. Allgemein definiert man eine Familie (v;);c; mit v; € V als
e linear abhéngig, wenn es eine endliche Teilfamilie gibt, die linear abhéngig ist im obigen Sinn

e linear unabhingig, wenn sie nicht linear abhingig ist, d.h. jede endliche Teilfamilie ist linear
unabhéngig im obigen Sinn.

1.8 Proposition. Es seien vy,...,v, € V mit n > 2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) vi,...,v, sind linear abhdingig.

b) Einer der Vektoren vy,...,v, ldsst sich als Linearkombination der anderen Vektoren schreiben.

Beweis: ,,a = b “: Wenn vy, ...,v, linear abhingig sind, dann 3A,..., A4, € K, nicht alle 0, mit
Avi+ -4 Ay =0

Es gibt also ein i mit A; # 0 und es folgt

l,-v,- = — Z A,jVj
JF#i
und damit
Aj
Vi = — IVJ'
J#EL T

wie gewiinscht. Dies zeigt b) aus a).
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Lb=a“:Jie{l,...,n} mit

Vi = Z?Ljvj

J#i
Wenn wir A; := —1 setzen, dann folgt
0= Zn: Ajvj
j=1
Also sind vy, ...,v, linear abhéngig, d.h. a) gilt. O

1.9 Beispiel. Wir betrachten die Vektoren vy,v»,v3 aus dem beiliegenden Bild. Sie sind in R? linear
abhiéngig, da wir v3 als Linearkombination von v; und v, darstellen konnen. Wir nehmen nun v4 im
Raum RR?\ (xy-Ebene) hinzu und betrachten die obigen vy,v,,v3 als Vektoren in der xy-Ebene. Dann
gilt
® Vi, v2, V3,14 sind linear abhéngig (da schon vy, v,,v3 linear ab-
hiingig war). R2

Vig-------- V3

e v1,v2, 14 sind linear unabhéngig, denn sonst wiren die drei Vek-
toren nach Proposition 1.8 in einer Ebene. V2

1.10 Definition. Eine Familie (v;);c; von Vektoren v; € V heifit ein Erzeugendensystem von V genau
dann, wenn ihre lineare Hiille gleich V ist.

1.11. Nach Proposition 1.5 ist dies dquivalent dazu, dass jeder Vektor aus V sich als Linearkombina-
tion einer endlichen Teilfamilie von (v;);c; schreiben lésst.
Eine Teilmenge S C V heiBt Erzeugendensystem von V ;< (S) = V.

1.12 Beispiel. S C {v,v2,v3,v4} aus Beispiel 1.9 bildet genau dann ein Erzeugendensystem von R?,
wenn |S| >3 und v4 € S.

2. Basis

Die Basis ist ein zentraler Begriff in der Theorie der Vektorrdume, weil man damit Koordinaten ein-
fiihren kann, mit denen man rechnen kann. In diesem Abschnitt werden wir die grundlegenden Ei-
genschaften von Basen studieren.

Dabei bezeichnet K einen Korper und V einen K-Vektorraum.

2.1 Definition. Eine Basis von V ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem (b;);c; von V. Kon-
vention: leere Familie ist Basis des Nullraums.

2.2 Beispiel. R besitzt die Standardbasis

1\ /0\ /0
ol,[1],[o
o/ \o/ \1

Es gibt noch viele andere Basen wie z.B. v, v,,v4 oder vi,v3,v4 oder vo,v3,v4 in Beispiel 1.12 bzw.
1.9.

2.3 Beispiel. Auch der Vektorraum K[x] der Polynome hat eine Standardbasis: 1,x,x%,x3,...,x",...
aufgrund der Definition der Polynome.

2.4 Theorem. Fiir eine Familie (b;)ic; von Vektoren b; € V sind folgende Aussagen dquivalent.

a) (bi)ier ist eine Basis
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KAPITEL IV. DIMENSIONSTHEORIE

b) (b;)ier ist eine maximale linear unabhdiingige Familie, d.h.

Vv €V = v, (b))icy ist linear abhiingig

¢) (bi)ier linear unabhdngig und 3 Erzeugendensystem (w;) je; von'V so, dass

VjeJ = wj,(bi)ics ist linear abhiingig

d) (bi)ier ist ein minimales Erzeugendensystem, d.h.

Vk € I = (b;)iep\ () ist kein Erzeugendensystem

Beweis: Wir zeigen zuerst ,, a) = b) “. Sei (b;);c; eine Basis von V. Sei v € V. Zu zeigen: v, (b;)ics
ist linear abhéngig. Weil (b;);c; ein Erzeugendensystem ist, konnen wir v als Linearkombination von
endlich vielen b; schreiben. Nach Proposition 1.8 ist dann v, (b;);c; linear abhéngig. Also gilt b).

,, b) = ¢) “. Wir wihlen als Erzeugendensystem die Familie (v),cy (die Menge V erzeugt natiirlich
den Vektorraum V'). Dann folgt c) sofort aus b).

,, ©) = d) “. Zuerst zeigen wir, dass (b;);c; ein Erzeugendensystem von V ist. Wir nehmen dabei
an, dass c) gilt fiir das Erzeugendensystem (w;) je;. Wir benutzen folgende Aussage aus Aufgabe 9.2:
»Wenn jedes Element aus einem Erzeugendensystem sich als Linearkombination von endlich vielen
Vektoren aus einer gegebenen Familie schreiben lédsst, dann ist diese Familie ebenfalls ein Erzeugen-
densystem.* Also geniigt es hier zu zeigen, dass jedes w; eine Linearkombination von endlich vielen
b; ist. Nach c) gilt

Awj+Y Aibi =0 (IV.1)
icly
fiir ein endliches Iy C I und A, (4;)ic, aus K, die nicht alle O sind. Weil die b; nach Voraussetzung c)
linear unabhingig sind, muss A # 0 gelten in (IV.1). = w; = — Y.;c;, %b,-. Wir miissen noch zeigen,
dass dieses Erzeugendensystem (b;);c; minimal ist. Sei dazu k € . Wir miissen zeigen, dass (b;)cp\ (1}
kein Erzeugendensystem ist. Wir machen einen indirekten Beweis, nehmen also an, dass (b;);c Nk
ein Erzeugendensystem ist. Wir werden dazu einen Widerspruch herleiten.

Nach Annahme ldsst sich also by als Linearkombination von endlich vielen b; schreiben mit i #
k. Nach Proposition 1.8 ist dann die ganze Familie (b;);c; linear abhingig. Dies widerspricht der
Annahme c). Also ist (b;);cp\ (x} kein Erzeugendensystem, wie gewiinscht. Dies zeigt d).

"d) = a)". Es sei (b;);c; ein minimales Erzeugendensystem. Um a) zu zeigen, miissen wir nur die
lineare Unabhingigkeit von (b;);c; zeigen. Wir argumentieren wieder mit einem indirekten Beweis
und nehmen an, dass (b;);c; linear abhingig ist, d.h.

Y Aibi=0

ic€ly

fiir endlichen Iy C I und A; € K Vi € Iy, A # O fiir ein k € Iy. Wie in (IV.1) folgt, dass by eine Linear-
kombination der (b;)c,\ 1} ist. Nach Aufgabe 9.2 ist auch (b;);cp\ (¢ ein Erzeugendensystem von V.
Dies widerspricht der Annahme d), dass das Erzeugendensystem (b;);c; minimal ist. Also ist (b;);es

linear unabhingig und damit wie gesehen eine Basis. Dies zeigt a). O
2.5 Theorem (Basiserginzungssatz). Seien vi,...,v, linear unabhdingige Vektoren aus V und w,
..., Wi, ein Erzeugendensystem von V. Dann gibt es 1 < ji < ... < j, < m so, dass vi,...,vp,Wj,,

...,w; eine Basis von'V ist.

Beweis: Wir machen den Beweis im Hinblick auf die spétere Verallgemeinerung fiir beliebige Fami-
lien. Wir betrachten alle Moglichkeiten 1 < j; < ... < j, < m so, dass

Vi oo s Vs Wiy ey W Iv.2)

r

42



2. BASIS

linear unabhingig bleiben. Diese Moglichkeiten werden partiell geordnet durch
[(A<ji<.<jp<m)<(I<ki<...<k<m)] = {ji,eee,jr} € {kiyer k)

Wir lassen auch die leere Ergidnzung zu in (IV.2), d.h. r = 0. Weil die vy, . .., v, linear unabhéngig sind,
haben wir damit mindestens eine Mdoglichkeit. Weil es nur endlich viele Moglichkeiten in (IV.2) gibt,
muss es eine maximale Moglichkeit geben (z.B. wenn r maximal ist). Wir nehmen an, dass (IV.2) so
eine maximale Mdglichkeit ist. Wir behaupten, dass damit (IV.2) eine Basis ist. Dies folgt sofort aus
Theorem 2.4 weil c) aufgrund der Maximalitéit von (IV.2) erfiillt ist. ]

2.6 Korollar. Wenn 'V ein Erzeugendensystem wy, ... wy, hat, dann bildet ein geeigneter Teil wj,, ...,
wj, eine Basis von'V.

Beweis: Dies folgt sofort aus Theorem 2.5, wenn wir fiir (v;);¢; fiir leere Familie nehmen, d.h. wenn
kein v; auftritt. ]

2.7. Das Korollar 2.6 zeigt, dass Vektorrdaume mit einem endlichen Erzeugendensystem eine Basis
haben. Fiir beliebige Vektorrdume kann man dies auch zeigen unter Benutzung des Zornschen Lem-
mas.

2.8 Theorem (allgemeiner Basiserginzungssatz). Sei (v;);c; eine linear unabhdngige Familie aus
V und sei (wj) jej ein Erzeugendensystem von'V. Dann 3S C J so, dass (vi)icr,(W}) jes eine Basis von
V ist.

Beweis: Analog zum Beweis von Theorem 2.5 betrachten wir alle S C J so, dass
(vi)ier; (Wj) jes (IV.3)
linear unabhéngig bleibt. Sei X die Menge aller solcher S. Wir definieren eine partielle Ordnung
§<§i=scs

auf X. Da 0 € X = X # (. Wir behaupten, dass es ein maximales S € X gibt. Wenn dies stimmt,
dann kann man wie im Beweis von Theorem 2.5 zeigen, dass das zum maximalen S gehorige (IV.3)
eine Basis ist.

Die Existenz eines maximalen S € X folgt aus dem Zornschen Lemma (siehe Axiom 1.3.29). Dazu
miissen wir zeigen, dass jede total geordnete Menge ¥ C X eine obere Schranke in X hat. Wir werden

zeigen, dass
T := U S

Sey
eine obere Schranke von Y ist. Offenbar gilt 7 C Jund S C T VS € Y. Es bleibt zu zeigen, dass

(vi)ier, (w;) jer (Iv.4)
linear unabhéngig bleibt. Es sei also

Y Avi+Y Ajw;=0 (IV.5)
i J

fiir endlich viele i € I und endlich viele j € T mit A;, k; € K. Jedes solcher j gehort zu einem S; € Y.
WEeil Y total geordnet ist, muss es ein groBtes S; geben, da nur endlich viele j in (IV.5) auftreten. Wir
bezeichnen dieses groBte S; mit S. Damit liegen alle Indizes j aus (IV.5) in §. Weil (IV.3) fiir dieses S
linear unabhingig ist, folgt A; = 7L]’- =0 fiir alle i und j aus (IV.4). Damit ist (IV.4) linear unabhiingig,
d.h. T ist obere Schranke von Y in X. O

2.9 Korollar. Jeder Vektorraum hat eine Basis.
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KAPITEL IV. DIMENSIONSTHEORIE

Beweis: Analog zu Korollar 2.6. O

2.10 Korollar. Sei U ein Unterraum von V. Dann gibt es einen Unterraum W von 'V so, dass V =
UaWw.

Beweis: Nach Korollar 2.9 hat U eine Basis (u;);c;. Nach Theorem 2.8 konnen wir (u;);c; ergénzen
zu einer Basis (u;);c;y von V. Sei W die lineare Hiille der Familie (u;) jc;. Nach Konstruktion gilt
V =U+ W, dann sei v € V, dann gilt

V= )’iluil +... +l,-mu,-m —|—7Ll-m+1u,~m+l +.. .liru,-r,
wobei iy,...0y €1, iyt1,...,i €J sein sollen. Also gilt v =u+w mit
U.= QL,'I Ui +...+ limuim und w := 7Ll~m+1uim+] —+ ... —I—Airu,'r.

Weil u € U,w € W folgt V. =U +W. Es bleibt U NW = {0} zu zeigen. Sei dazu v € U NW. Somit
ist v eine Linearkombination von endlich vielen u;, i € I und Linearkombination von endlich vielen

uj, jeJ.
— Z?Liui:v: Z}Ljuj

icl J€Jo

fur endliche Iy € I und Jo C J. Da (uy)eyy eine Basis ist, folgt sofort A; =0, A; =0 Vi € Iy, Vj € Jo.
Also gilt v = 0 wie gewiinscht. Es folgt UNW = {0} und damit auchV =U & W. O

2.11 Korollar. Sei U ein Unterraum von V und f € U*. Dann existiert g € V* mit g|y = f.

Beweis: Nach Korollar 2.10 gibt es einen Unterraum W von V so, dass V = U @ W. Fiir jedes v € V
A(u,w) € U x W mitv =u-+w. Wir setzen (v) := u. Das ergibt eine Abbildung 7: V — U. Aufgrund
der Eindeutigkeit der Darstellung folgt leicht, dass 7 linear ist. Dies kann auch aus Aufgabe 8.3
gewonnen werden. Offensichtlich gilt w(u) = u fir alle u € U (denn u = u+0 mit u € U,0 € W).
Nach Proposition III.1.15 ist g: f o & ein lineares Funktional auf V. Fiir u € U gilt

und damit folgt die Behauptung. 0

2.12 Korollar. Die kanonische Abbildung V. — V** := (V*)* v — (v,-) aus Proposition II1.3.13 ist
eine injektive lineare Abbildung.

Beweis: Wir haben schon in Proposition I11.3.13 gesehen, dass die kanonische Abbildung V — V**
linear ist. Um Injektivitit zu zeigen, miissen wir fiir v € V' \ {0} zeigen, dass (v,-) nicht Null ist in V**.
Beachte, dass v eine Basis ist der linearen Hiille U := (v) = {Av | A € K}. Wir definieren nun f € U*
durch f(Av) := A. Nach Korollar 2.11 ldsst sich f zu einem linearen Funktional g € V* fortsetzen.
Es gilt

Def. von (-,- da =f
(v,g) P T g () Ty =1

Also ist (v,-) # 0 € V** wie gewiinscht. O

Im Folgenden werden wir uns der Einfachheit halber auf den Fall der Vektorrdume mit endlicher
Basis beschrinken. Fiir Verallgemeinerungen verweisen wir auf die Literatur.

2.13 Theorem. Fiir Vektoren by,...,b, €V sind folgende Aussagen dquivalent.
a) by,...,b, ist eine Basis von' V

b) VVGV:>E|M,1,...,X,,EKmil‘V:llbl-F...—l-lnbn
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2. BASIS

Beweis: ,,a) =— b)“: Es sei by,...,b, eine Basis. Weil by, ...,b, damit ein Erzeugendensystem ist,
gibtes A,..., A, mitv=2A41b; + ...+ Ayb,. Wenn b = A{b; + ...+ A b, eine weitere solche Linear-
kombination ist, dann folgt

M =2)b1+...+ (A —A)by=b—b=0

Aus der linearen Unabhingigkeit folgt A; = 4{,...,A, = A, und damit die Eindeutigkeit.
,b) = a)*“: Aus der Existenz in b) folgt sofort, dass die Vektoren ein Erzeugendensystem von V
bilden. Aus der Eindeutigkeit in b) fiir v = 0 folgt sofort die lineare Unabhéngigkeit von by,...,b,.

Also ist es eine Basis. O

2.14. Wenn by, ...,b, eine Basis von V ist, dann nennen wir die eindeutigen Zahlen A,..., 4, aus
M

Theorem 2.13 b) die Koordinaten von v bzgl. by, ..., b,. Weiter heil3t < : ) € K" der Koordinaten-
A‘)l

vektor von V bzgl. by,...,b,.

M
2.15 Proposition. Wenn V die Basis by,...,b, hat, dann ist die Abbildung ¢: K" —V, < : > —
o
Mbi+ ...+ Ayb, ein Isomorphismus, dessen Umkehrabbildung ein Vektor v € V seinen Koordinaten-

vektoren bzgl. by, ..., b, zuordnet.

/’L] Hi
Beweis: Es ist leicht zu sehen, dass ¢ eine lineare Abbildung ist. Sei ( : > , < : ) € K". Dann gilt

An Hn
M M A+
o(| = [+] =0 )= (A +p)br+ ...+ (A + W) by
ﬁ,n Wy ln +
A H
= (Mb1+... Auby) + (b1 + ...+ b)) = @(| 2 |)+o(|  |)
An M
Analog gilt
M M
e(A-| : )=2-9(| : |)
A A

fir A € K. Also ist ¢ linear. Sei y: V — K" dadurch gegeben, dass wir v € V den Koordinatenvektor
bzgl. by,...,b, zuordnen. Nach Konstruktion gilt o ¢ = idg» und @ o ¥y = idy, d.h. ¢ ist bijektiv.
Nach Proposition II1.1.17 ist ¢ ein Isomorphismus. O

2.16 Bemerkung. Die obige Proposition zeigt, dass Vektorriume mit n Basisvektoren isomorph zu
K" sind. Es ist aber zu beachten, dass der Isomorphismus nicht eindeutig ist, weil er von der Wahl der
Basis abhéngt.

Zum Schluss wollen wir noch zeigen, wie man in der Praxis entscheidet, ob gegebene Vektoren in
K" linear unabhingig sind, ein Erzeugendensystem oder gar eine Basis bilden.

2.17 Beispiel. Wir betrachten die Vektoren

0 1 -1 1 1
2 -1 1 1 -1
2 1 -1 1 2
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aus R* und wir wollen obige Frage beantworten.
Die Vektoren sind genau dann linear unabhingig, wenn das homogene lineare Gleichungssystem

0

0

X1 V1i+X2 V2 +X3:-V3+X4-V4+X5-V5 = 0

0

nur die triviale Losung x; = ... = x5 = 0 hat. Schematisch schreiben wir das Gleichungssystem als

0o 1 -1 1 110
2 -1 1 1 —-11]0
4 1 -1 1 10
2 1 -1 1 2|0

In Beispiel 1.4.9 haben wir mit dem Gauflalgorithmus das dquivalente Gleichungssystem in Zeilen-
stufenform gefunden:

S O O

Den Losungsraum findet man durch Riickwirtsldsen und ist gleich

L={ €R’| A €R}

S O >0

Damit sind vy, vy, v3,v4,vs linear abhéngig. Dafiir ist vi,v,,v4,vs linear unabhiingig, weil es nur die
triviale Losung mit x3 = 0 gibt (siehe IL). Analog ist vi,v3, 4, vs linear unabhingig, aber alle anderen
4 Vektoren sind linear abhingig.

Die Vektoren vy, ...,vs bilden ein Erzeugendensystem, genau dann, wenn das inhomogene lineare
Gleichungssystem
0O 1 -1 1 1|y
2 -1 1 1 —1|»
4 1 -1 1 1|ys
2 1 =1 1 2|y

fiir alle y1,y2,y3,y4 € R eine Losung hat. Bei den Zeilenoperationen in 1.4.7 passiert y; — Ay;, y; <>
¥j»yi = yi+Ay; mit A € R\ 0und i j. Dies sind alle bijektive lineare Abbildungen R* — R*, weil
man die wieder riickgdngig machen kann. Also ist vy,...,vs genau dann ein Erzeugendensystem,
wenn

fuir alle z1,22,23,24 € R eine Losung hat. Dies hat aber offenbar immer eine Losung, weil die Zei-
lenstufenform bis ganz nach unten geht. Also haben wir ein Erzeugendensystem. Wir erhalten sogar
immer eine Losung mit x3 = 0, d.h. auch vy, v>,v4,v5 sind ein Erzeugendensystem und aus unse-
ren fritheren Betrachtungen folgt, dass vi,v,v4,Vv5 eine Basis ist. Analog ist v, v3,v4,vs eine Basis.
Wenn x4 = 0 (bzw. x5 = 0, bzw. x; = 0) ist, dann gibt es offenbar nicht immer eine Losung, und so ist
v1,Vv2,V3,V5 (bzw. vi,v2,v3,v4, bzw. v2,v3,v4,V5) kein Erzeugendensystem und damit keine Basis.
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Mit dem Argument kann man zeigen, dass k Vektoren in K" genau dann linear unabhingig sind,
wenn sie Zeilenstufenform

1

k2101
01

: 0

0O --- 0

k

haben. Sie bilden genau dann ein Erzeugendensystem, wenn die Zeilenstufenform ganz nach unten
geht. Damit bilden sie genau dann einen Basis, wenn die Zeilenstufenform

1 * % %

0| . % =

0 --- 011
vorliegt. Insbesondere bestehen Basen von K" aus genau n Vektoren. Dies werden wir im néchsten
Abschnitt vertiefen.

3. Dimension

Wie schon im letzten Abschnitt angedeutet, haben zwei Basen eines Vektorraums immer dieselbe
Linge. Diese Lange nennt man die Dimension des Vektorraums. Sie klassifiziert die endlich erzeugten
Vektorrdume bis auf Isomorphie. Die Dimension ist also eine der wichtigsten Begriffe in der linearen
Algebra.

In diesem Abschnitt sei V immer ein Vektorraum iiber dem Korper K.

3.1 Lemma (Austauschlemma). Sei by, ...,b, eine Basis von'V und sei v eine Linearkombination
v=Mnb1+...+A,b, (IV.6)
mit A1 # 0. Dann ist auch v, by, ... b, eine Basis von'V.
Beweis: Wir zeigen zuerst linear unabhingig. Seien Uy, ..., U, € K mit
wv+ by + ...+ Uyby,
Dann liefert Einsetzen von (IV.6):
MiArby + (iAs + 2)by + ...+ (W1 Ay + n) by =0
Aus der linearen Unabhingigkeit von by, ..., b, und aus A; # 0 folgt sukzessive:

,ul:Ov.LLZZOM"a:unfl:Oa“n:O

Somit ist v, by, . .., b, linear unabhéngig.

Es bleibt zu zeigen, dass v, b», . . ., b, ein Erzeugendensystem von V ist. Nach Aufgabe 9.2 geniigt es
zu zeigen, dass b; eine Linearkombination von v, by, ..., b, ist, da by,...,b, ein Erzeugendensystem
bildet und b»,...,b, trivialerweise Linearkombinationen von v,b,, ..., b, sind. Dies folgt aus (IV.6)
wegen

by :)Lfl(v—kzbz—...—lnbn)
=A v —Aoby — .. — A b, O
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3.2 Theorem (Austauschsatz von Steinitz). Es sei by,...,b, eine Basis und (wj) je; ein Erzeugen-

densystemvon V. Fiirk € {0,...,n} gibt es eine k-elementige Teilmenge S von J so, dass (W;) jes,bi+1,- - -

eine Basis von'V ist.

Beweis mit Induktion nach k: Induktionsanfang fiir k = 0 ist trivial, S = 0.

Induktionsschritt (k— 1) — k: Es sei kK > 1 und die Behauptung sei richtig fiir k — 1. Also gibt es
eine (k — 1)-elementige Teilmenge 7' von J so, dass (w;) jer, by, ..., b, eine Basis von V ist. Fiir 1 € J
konnen wir w,; als Linearkombination dieser Basis schreiben. Dabei muss es ein t € J\ T geben so,

dass
n
wy = Z ujwj—i—Z)L,-b,-
jeT i=k
mit uj, A4; € K und Ay # 0. Denn sonst wire schon (w;) jer,bk+1,- .., by, ein Erzeugendensystem nach

Aufgabe 9.2 und dies widerspricht der Tatsache, dass jede Basis ein minimales Erzeugendensystem ist
nach Theorem 2.4. Also gibt es so ein 1 und mit dem Austauschlemma kann man b; mit w, tauschen.
Wir setzen S := T U {1} und damit folgt der Induktionsschritt. O

3.3 Theorem. In einem endlich erzeugten Vektorraum gibt es eine endliche Basis und alle Basen von
V haben dieselbe Liinge.

Beweis: Nach Korollar 2.6 hat V eine endliche Basis by,...,b,. Sei (w;);c; eine beliebige Basis.
Nach dem Austauschsatz von Steinitz gibt es eine n-elementige Teilmenge S von J so, dass (w;) jes
eine Basis von V bilden. Das geht nur, wenn S = J ist. O

3.4 Definition. Die Linge einer endlichen Basis von V nennen wir die Dimension von V und bezei-
chnen sie mit dim(V'). Wenn V keine endliche Basis haben sollte, dann heit V unendlich-dimensio-
nal und wir setzen dim(V) := co.

3.5 Beispiel. K" hat die Standardbasis ¢; = (0,...,0,1,0,...,0),i=1,...,n und damit die Dimension
n.

3.6 Beispiel. K[x| hat die Standardbasis (x"),en und ist somit unendlich-dimensional.

Der Vollstidndigkeit halber wollen wir den Steinitz’schen Austauschsatz fiir beliebige Basen verall-
gemeinern. Das wird spiter nicht benotigt.

3.7 Theorem. Es sei (b;)ics eine Basis und (w;) je; ein Erzeugendensystem von'V. Dann gibt es fiir
jedes T C I eine injektive Abbildung 7t: T — J so, dass (w;) jex(r), (bi)icp\r eine Basis von'V ist.

Beweis: Wir skizzieren den Beweis nur, die Einzelheiten tiberlassen wir dem Leser. Wir betrachten
X :={n:8—=J|SCT,rinjektivund (W;) jczs), (bi)1\s Basis von V' }.

Wir ordnen die Menge X partiell, in dem wir fiir (7 : S — J), (7 :S" — J) € X definieren, dass & < 7’
genau dann gelten soll, wenn S C §' und 7’|s = 7 gilt. Man zeigt dann mit dem Zornschen Lemma,
dass X ein maximales Element 7 : § — J besitzt. Mit dem Austauschlemma (Lemma 3.1) folgt dann,
dass S = T gelten muss. O

3.8 Theorem. Jeder Vektorraum hat eine Basis (b;)ici. Fiir jede weitere Basis (b)) je; gibt es eine
Bijektion w: I — J.

Beweis: Analog wie Theorem 3.3. O
3.9. Zwei Menge [ und J heilen dann gleichméchtig, wenn es eine Bijektion 7: I — J gibt.

3.10 Theorem. Zwei Vektorrdume sind genau dann isomorph, wenn sie gleichmdchtige Basen haben.
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Beweis: ,,—>“ Sei ¢: V — V' ein [somorphismus von Vektorrdumen und sei (b;);c; eine Basis von
V. Dann folgt sofort, dass (¢(b;));cs eine Basis von V ist und die ist offenbar gleichméchtig.
=" Es seien V,V' Vektorrdume mit gleichméchtigen Basen (b;)ie; bzw. (b)) e;. Also gibt es

eine Bijektion 7: I — J und nach Umnummerierung der Basis (b;) jes diirfen wir I = J annehmen.
Nun hat eine Basis folgende wichtige Eigenschaft: Man kann sich beliebige Basisbilder in einem
anderen Vektorraum aussuchen und dann gibt es genau eine lineare Abbildung, die dies fortsetzt
und die die vorgegebenen Basisbilder hat (siehe Proposition V1.1). Es gibt also genau eine lineare
Abbildung @: V — V' mit ¢(b;) = b. Vi € I. Analog gibt es genau eine lineare Abbildung y: V' —V
mit y(b!) = b; Vi € I. Dann folgt

(Qow)(b) = (b)) =b;Viel

(Woo)(bi)=y(b))=bViel

Wieder mit Proposition V.1.1 folgt ¢ o ¥ = idy, wo ¢ = idy. Also ist ¢ ein Isomorphismus von V
auf V/ wie gewiinscht. O

3.11 Proposition. Es sei V ein Vektorraum der Dimension n < co. Dann bilden n linear unabhdngige
Vektoren immer eine Basis von'V.

Beweis: Seien by, ...,b, linear unabhingig. Nach dem Basisergidnzungssatz 2.5 konnen wir by, ..., b,
zu einer Basis by, ..., b, erginzen mit m > n. Nach Theorem 3.3 gilt m = n. 0

3.12 Korollar. Sei W ein Unterraum von V. Dann gilt

a) dim(W) < dim(V)

b) dm(W)=dim(V) <o =W =V

Beweis: a) folgt unmittelbar aus dem Basisergénzungssatz. b) aus Proposition 3.11. O

3.13. Die folgenden Dimensionssitze sind eigentlich nur interessant fiir endlich-dimensionale Vek-
torrdume. Wenn man aber die in der Analysis iibliche Arithmetik n + c0 = o fiir n € N oder n = oo
benutzt, dann stimmen diese Aussagen auch fiir unendlich-dimensionale Vektorrdaume. Man muss nur
aufpassen, dass man keine Subtraktionen benutzt, weil co — oo nicht definiert ist.

3.14 Proposition. Seien Vy, ...V, Vektorrdume tiber dem Korper K. Dann gilt
dim(V; x ... xV,) =dim(V}) +... +dim(V,).

Beweis: Firic {1,...,r} sei (bgi))jeji eine Basis in V;. Dann ist

((0,...,0, B 0..,0))icqy EVIX... XV,
~~~ JEJ:

i-te Komponente

eine Basis von V; X ... x V,, wobeii € {1,...,r} und j € J;. Das beweist man leicht durch komponen-
tenweises rechnen. O

3.15 Korollar. Seien Uy, ...,U, Unterrdiume vonV mitV =U; @ ... D U,. Dann gilt
dim(V) = dim(U;) + ...+ dim(U,).

Beweis: Nach Aufgabe 8.2 ist V isomorph zu U; X ... X U, und damit folgt die Behauptung aus
Proposition 3.14. O

3.16 Korollar. Sei U ein Unterraum von'V. Dann gilt

dim(V) = dim(U) +dim(V /U).
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Beweis: Nach Korollar 2.10 gibt es einen Unterraum W von V so, dass V = U & W. Nach Beispiel

I11.3.4 gilt W =V /U. Mit Korollar 3.15 folgt
dim(V) = dim(U) +dim(W) = dim(U) 4+ dim(V /U).
Nun konnen wir die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen beweisen:
3.17 Korollar. Sei ¢: V) — V, lineare Abbildung von K-Vektorrdumen. Dann gilt
dim(V;) = dim(ker(@)) +dim(¢@ (V1))
Beweis: Nach dem Isomorphiesatz II1.3.6 gilt
Vi/ker(@) = (V1)

und mit Korollar 3.16 folgt die Behauptung.
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Kapitel V.

Matrizenrechnung

1. Lineare Abbildungen und Matrizen

Koordinaten dienen dazu, dass man mit Vektoren rechnen kann. Um eine lineare Abbildung mit Ko-
ordinaten zu beschreiben, benutzt man Matrizen. Dies wird der Inhalt dieses Abschnitts sein. Wir
arbeiten wie immer mit einem beliebigen Grundkdorper K.

1.1 Proposition. Sei by,...,b, eine Basis des K-Vektorraums V und wy,...,w, beliebige Elemente
des K-Vektorraums W. Dann gibt es genau eine K-lineare Abbildung ¢ : V — W mit ¢(b;) = w; fiir
alleie {l1,...,n}.

A

Beweis: Zuerst zeigen wir die Existenz von ¢. Sei ( :

) der Koordinatenvektor von v € V, d.h.
M

v=Ab; +---+ A,b,. Dann setzen wir
O(v) == w4+ Aywy. (V.1)

Wegen der Linearitét der Koordinatenabbildung (siehe Proposition IV.2.15) folgt sofort die Linearitit
von @. Firi € {1,...,n} hat b; den Koordinatenvektor (0,...,1,...,0) und somit gilt ¢(b;) = w; wie
gewiinscht. Dies zeigt die Existenz von ¢.

Wir zeigen noch die Eindeutigkeit von ¢. Sei also ¢ irgendeine lineare Abbildung V — W mit
@(b;) =w;furallei € {1,...,n}. Dann gilt firv=A41b; +--- + A,b, € V:

P(v) =419(b1)+ -+ A @(bn) = Liwi + -+ AyWp.
Also wird ¢ durch (V.1) definiert und ist somit eindeutig. ]

Proposition 1.1 gilt auch analog fiir einen unendlich dimensionalen Vektorraum V und wird genau-
so bewiesen.

1.2. Es sei ¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen K-Vektorriumen. Wir nehmen an, dass V

H
die Basis by,...,b, und W die Basis cy,...,c; hat. Wir wollen den Koordinatenvektor ( : ) e K"

Hin
A

von @(v) mit Hilfe des Koordinatenvektors ( :
v
ai j

miissen wir dazu nur die Koordinatenvektoren < :

) € K" von v € V ausdriicken. Nach Proposition 1.1

) € K™ der Basisbilder ¢(b;) kennen. Aus den
Ay i
Definitionen ergibt sich '

(V) = pici+ -+ + UnCm, (V.2)

und
(p(bj) :aljc1—|—~-—|—amjcm. (V3)

Es folgt

o) =A@(b1)+ -+ A (bn

aijci

= Lh,
=) ( Z Ajaij)c (V.4)

i=1 j=l1

”M5
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Weil die Koordinaten bzgl. einer Basis eindeutig sind, folgt aus (V.2) und (V.4)
n
Hi = Z aijlj. (VS)
j=1

Damit ist unser Ziel erreicht und das motiviert folgende Definitionen:

1.3 Definition. Eine m x n Matrix A mit Eintrigen g;; in einem Ring R ist von der Form A =
(aij)1<i<m:1<j<n. Wir schreiben so eine Matrix in Rechteckform

Zeile 1
ail di2 - Qin —
a1 axy - Zeile 2
A p—
Aml Am2 - Amn (—ZEM

E

Zwei m x n Matrizen sind genau dann gleich, wenn a;; = a; j furalle i, j. Die Menge der im x n Matrizen
mit Eintrdgen in R wird mit M(m x n,R) bezeichnet.

Spalte 1
Spalte 2
Spalte n

1.4 Definition. Wir definieren die Multiplikation von A € M(m x n,R) mit A € R" durch

7777

Ad = (ji]aijxj)i_l ER"

aip - a M ap i+ +ah
Aml - dmn A'n amlll +--- +amn7t'n
1.5. Wenn ¢: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen istund by, ..., b, (bzw. cy,...,cn)

Basis von V (bzw. W) ist, dann definieren wir die Darstellungsmatrix A (@) zu ¢ bzgl. den Basen
by,....,bpundcy,... ey als die m x n-Matrix A(@) = (a;;) aus 1.2, d.h. A(¢) als diejenige Matrix,
deren Spaltenvektoren die Koordinatenvektoren von ¢(by), ..., (b,) sind.

Sei A € K" (bzw. u € K™) der Koordinatenvektor von v € V bzw. von @(v) beziiglich der gegebenen
Basis, dann gilt

w=A(p)-1. (V.6)

Dies folgt aus (V.5). Beachte, dass A hier und im Folgenden ein Vektor aus K" ist und kein Skalar!
Durch (V.6) ist die m x n Matrix A(¢) auch eindeutig charakterisiert, weil wir durch Einsetzen von
(0,...,1,...,0) die Spaltenvektoren von A(¢) erhalten und die den Basisbildern entsprechen.

1.6 Proposition. Es sei by,...,b, eine Basis von'V und cy,...,c,, eine Basis von W. Weiter bezeich-
neten wir mit Homg (V,W) die Menge aller linearen Abbildungen von'V nach W. Dann gibt es eine
kanonische Bijektion zwischen Homg (V,W) und M(m x n,K), in dem wir jeder linearen Abbildung
©:V — W die zu ¢ gehorige Matrix A(®) bzgl. den Basen by, ... b, und cy,...,cy zuordnet.

Beweis: Wahl einer Matrix A € M(m x n,K) <= Wahl von n-Spaltenvektoren aj,...,a, € K" <
Wahl der Bilder von by,...,b, <= ¢ € Homg(V,W). Die letzte Aquivalenz folgt aus Proposition
1.1. O

1.7 Definition. Fiir A = (a;;),B = (b;j) € M(m x n,R) definieren wir die Matrixaddition durch
A+B:= (aij +bij)1§i§m; 1<j<n € M(m X I’l,R)
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Wir definieren die skalare Multiplikation von oo € R mit A € M (m x n,R) durch
- A= (0 aij)i<i<m 1<j<n € M(m xn,R)

Fiir C = (¢;j) € M(m xn,R) und D = (djx) € M(n x p,R) definieren wir die Matrizenmultiplikation
durch

n
c-Di= (Y, cidy) € M(mx p,R
;C’f ) \<icmi1<k<p (m > p.R)
0 0
0 0 0 )
Wir nennen | : . | € M(m x n,R) die Nullmatrix und E, :== |~~~ " [ eM(nx
0 . 0 Do
0 0 1

n,R) die Einheitsmatrix der Linge n.

Es gelten die folgenden Rechenregeln fiir Matrizen mit Eintrigen im Ring R.

1.8 Proposition. Es sei A,A’ € M(m xn,R),B,B' € M(nx p,R),C € M(p X q,R) und o« € R. Dann
gelten

a) A+A' =A"+A;
b) ArE,=A=E,-A;

¢) (-A)-B=a-(A-B);
Weiter gilt (at-A)-B =

A-(a-B), falls R kommutativ ist.

d) (A+A)-B=A-B+A'-B; A-(B+B)=A-B+A B

¢) (A-B)-C=A-(B-C).

Beweis: Aufgabe 10.1 ]

1.9 Korollar. Bzgl. der Matrixaddition und Matrixmultiplikation bildet M(n x n,R) einen Ring mit
der Nullmatrix als neutrales Element der Addition und der Einheitsmatrix E, als neutrales Element
der Multiplikation.

Beweis: Folgt sofort aus Proposition 1.8. 0

1.10. Fiir n > 2 ist M(n X n,R) nie kommutativ (auBer fiir R = {0}). Zum Beispiel gilt
LIy (0 1\ _ (0 1y (0 1\(1 1\_ (11
1 1)% o)/~ \o 1)®" o o/\1 1)7\0 0)
Es gibt immer nicht-triviale Nullteiler, z.B.
I 0)/0 0y (0 O
0 0/\0 1) \0 0)°

Ab jetzt betrachten wir wieder den Korper K statt den Ring R.

1.11 Proposition. Mit der Matrixaddition und der skalaren Multiplikation aus Definition 1.7 bildet
M(m x n,K) einen K-Vektorraum der Dimension m - n.
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KAPITEL V. MATRIZENRECHNUNG

Beweis: Die Abbildung

ai
ary T ain aml
M(mxn,K)— K™ : : —
) ) : :
Aml - dmn ain
Amn

ist eine Bijektion, die + und die skalare Multiplikation erhilt. Also ist M(m x n,K) ein zu K™ iso
morpher K-Vektorraum. Als Urbilder der Standardbasis von K" erhalten wir die Basis

10 --- 0 00 --- 0 00 --- 0
0 0 0 1 0 0 00 0
00 - 0/ \0oo0 - 0 00 - 1
von M(m x n,K) und dimg M(m x n,K) =m-n. O

Wir haben in Proposition 3.8 gesehen, dass Homg (V,W) :={¢ :V — W | ¢ linear} ein K-Vektorraum
ist beziiglich der Addition
o+y: V=W, v oe(v)+y(v)
und der skalaren Multiplikation

Ap: V=W, visde(v)
fir A € K und ¢, y € Homg (V,W).

1.12 Proposition. Es sei by,...,b, eine Basis des K-Vektorraums V und cy,...,c, eine Basis des
K-Vektorraums W. Fiir die zu @,y € Homg (V,W) gehiren Matrizen A(@),A(y) € M(m x n,K) (vgl.
1.5) und fiir alle o € K gilt

Alp+y) =A(9) +A(y), Ala-9)=0a-A()
Beweis: Einfache Ubung. O

1.13 Proposition. Unter den Voraussetzungen von Proposition 1.12 betrachten wir einen zusdtz-
lichen Vektorraum X mit Basis d, ... ,d;. Fiir ¢ € Homg(V,W), y € Homg (W, X) mit den zugehori-
gen Matrizen A(@),A(y) gilt

Alyog)=A(y)-A(9)
Beweis: A(¢) = (aj), A(y) = (aj;). Fir das Bild von by

m m 1
(yoo)( bk (ZaJkCJ) = Zajk v(c)) = Zaik Zaﬁj = Z Z ajjaji)d

j=1 j=1 =1 i=1j=

Also ist der Koordinatenvektor von (y o @)(by) gleich dem k-ten Spaltenvektor von A(¢) -A(y). O

1.14 Bemerkung. Man kann die Wahl einer Basis fiir einen endlich dimensionalen Vektorraum ver-
gleichen mit der Wahl einer Sprache. Damit werden Vektoren aus V' in Vektoren aus K" und linea-
ren Abbildungen in Matrizen iibersetzt. Dabei gehen + und o von linearen Abbildungen iiber in
die Matrizenaddition und die Matrizenmultiplikation, was eine natiirliche Erklidrung liefert fiir deren
Definitionen. Die Ubersetzungen haben den Vorteil, dass man aus abstrakten Vektoren und linearen
Abbildungen Objekte erhilt, mit denen man rechnen kann.

Im Folgenden erkldren wir die Riickiibersetzung im Fall V = K”". Auf diesen Fall kann man sich
durch die Wahl von Basen immer beschrinken (Proposition 2.15).
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1.15. Eine Matrix A € M(m x n,K) induziert eine Abbildung
Qr: K" K", A—A-A

Zur Erinnerung
a0 an M apnt +---+aph,

aml  *° Amn 2'n amlll ++amnln

Wir kénnen A € K" auch als n x 1 Matrix auffassen, dann ist A - A dasselbe wie die Matrixmultiplika-
tion. Aus den Regeln der Matrizenrechnung (siehe Proposition 1.8) folgt sofort, dass ¢4 eine lineare
Abbildung ist. Wenn wir fiir K” und K™ die Standardbasis wihlen, dann sieht man leicht, dass A die
Zu @4 assoziierten Matrix ist, wie in 1.5 definiert, d.h.

A(pa) =A
Mit Proposition 1.8 folgt

Para = QA+ Qs N Qap= Qs0Qp.

Umgekehrt zeigt man leicht, dass fiir jede lineare Abbildung ¢: K" — K™ mit Darstellungsmatrix
A := A(@) bzgl. den Standardbasen folgendes gilt:

A= 0.

Wir hatten mit Homg (V,W) die Menge der linearen Abbildungen zwischen den K-Vektorrdaumen V
und W bezeichnet. Bzgl. der punktweise definierten Addition und der skalaren Multiplikation wird
Homg (V,W) zu einem K-Vektorraum.

Im Spezialfall W = K heifit V* := Homg (V, K) der Dualraum zu V.

1.16 Korollar. Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und W ein m-dimensionaler K-Vektorraum.
Dann ist Homg (V,W) ein n-m dimensionaler K-Vektorraum. Insbesondere gilt dim(V*) = dim(V).

Beweis: Wir wihlen feste Basen by,...,b, von V und cy,...,c, von W. Dann ist die bijektive Abbil-
dung
Homg (V,W) - M(mxn,K), ¢ — A(@)

aus Proposition 1.6 ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen (siehe Proposition 1.12). Die erste Be-
hauptung folgt nun aus n-m = dimM(m x n,K) (siehe Proposition 1.11). Die 2. Behauptung folgt aus
dem Spezialfall W = K in der ersten Behauptung. O

1.17. Wir erinnern an die Bilinearform

VxV* =K, (v, f)—= W f)=f)

aus Proposition III.3.11. Zu einer Basis by,...,b, von V gibt es genau eine Basis bj,...,b; von V*
mit
. 1 fallsi=j
(bi,b%) = o V.7)
0 fallsi##j
Wir nennen by, .. .,b; die duale Basis zu by,...,b,.

Die Existenz und Eindeutigkeit von b7, ..., b, € V* mit (V.7) folgt aus Proposition 1.1, d.h. lineare
Abbildungen sind durch die Basisbilder eindeutig bestimmt und man kann die Basisbilder frei wihlen.
Wir bezeichnen mit V** den Bidualraum von V, d.h. V** := (V*)*,

1.18 Theorem. Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Dann ist die kanonische Abbil-
dung V — V** v (v,-) ein Isomorphismus von K-Vektorriumen.
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Beweis: In Proposition II1.3.13 haben wir gesehen, dass diese Abbildung & linear und injektiv ist.
Wegen

1.16 1.16

Iv.317 . ( )_dlmker(q)> :d1m<V) = dlm(V*> = dlm(V**)

dim(®(V)) = dim(V
ist ® surjektiv und damit ein Isomorphismus. O

1.19. Fiir A = (aij)1<i<m: 1<j<n € M(m X n,R) mit Eintrigen im Ring R definieren wir die Transpo-
nierte A’ € M(n x m,R) durch

ari aipp - Aln aipr azr - aml

a a a a
A= 21 2n A[ = 12 m2

Aml Am2 - Qmn Alp dn - dum

Fir A,B€ M(mxn,R)und C € m(nx p,R),a € R gilt

a) (A+B) =A'+B'

b) (aA) = aA’

¢) Falls R kommutativ, dann (A-C)" =C"-A".

Beweis: Aufgabe 10.1 O

1.20 Lemma. Sei by,...,b, eine Basis von 'V und b}, ... b, die duale Basis von V*. Fiir v €'V ist
dann (v,b}) = b} (v) die i-te Koordinate von v bzgl. der Basis by, ... ,b,. Fiir f € V* ist (b, f) = f(bx)
ebenso die k-te Koordinate von f bzgl. der Basis b7, ...,b;,.

Beweis: Sie ; die i-te Koordinate von v bzgl. by,... by, dh.v=3"_, 4;b;

n

(v,b7) = bi ( b*(zzb) Z?Lb* = Y Ay = 4

,]:

Dies zeigt die erste Behauptung und die zweite folgt analog. O
1.21 Proposition. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen und seien by,... b,
und cy,...,c, Basen von'V bzw. W. Auf den Dualrdumen V* und W* betrachten wir dazu die dualen

Basen. Es sei A(Q) die zu ¢ assoziierte Matrix und A(@*) die zu der dualen Abbildung ¢*: W* — V*
assoziierte Matrix. Dann gilt

Beweis: Wir erinnern daran, dass die Spaltenvektoren von A(¢*) gleich den Koordinatenvektoren
von @*(c}),...,0*(c;,) bzgl. der Basis bj,...,b; ist. Es gilt

(i, 07 (cr)) = {@(bi), cx)
nach Definition der dualen Abbildung. Es sei A(¢) = (a;;). Dann gilt

(bi) =Y ajic;
=

nach 1.5. Also folgt

m

(bi, 0" (ck)) Zaﬂcj,ck Zaﬂ €j,Ck) = aki-
=1

Nach Lemma 1.20 ist also die i-te Koordinate von ¢ (ck) gleich ay;. Es folgt, dass der k-te Spalten-
vektor von A(@*) gleich dem k-ten Zeilenvektor von A(¢) ist d.h. A(¢*) = A(¢)". O
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2. Rang und Invertierbarkeit

Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, dass M(n x n,K) ein Ring ist. Die Matrizen, die bzgl. der
Multiplikation invertierbar sind, spielen eine Sonderrolle. Der Rang einer Matrix ist eine Grof3e, die
beschreibt, wie stark ausgeartet eine Matrix ist. Wie immer bezeichnet K eine Korper.

2.1 Definition. Eine Matrix A € M(n x n,K) heift invertierbar :<= 3A~! € M(n x n,K) mit A -
A~!'=A"1.A =E,. Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen wird mit GL(n, K) bezeichnet und
heif3it allgemeine lineare Gruppe.

2.2 Proposition. GL(n,K) ist eine Gruppe bzgl. der Matrixmultiplikation.

Beweis: Da M(n x n,K) ein Ring ist (Proposition 1.11) und da GL(n,K) = M (n x n,K)* (invertier-
bare Elemente bzg. Multiplikation), folgt die Behauptung aus 11.2.7. O

2.3. Fir A € M(m x n,K) definieren wir den Rang als die Dimension des von den Spaltenvektoren
erzeugten Unterraum in K™. Wir bezeichnen ihn mit Rang(A). Den Rang einer linearen Abbildung
@: V — W definiert man als Rang(¢) := dim (V).

Wir betrachten im Folgenden die lineare Abbildung ¢4: K" — K™, A — A - A. Da die Spaltenvek-
toren von A gleich den Bildern der Standardbasis von K" sind, erzeugen sie das Bild von @4, d.h.

’Rang(A) =dim @4 (K") ‘

Wir definieren den Zeilenrang von A als die Dimension des von den Zeilenvektoren erzeugten Un-
terraums von K". Offenbar ist der Zeilenrang gleich

Rang(A") = dim @a (K™) |.

2.4 Beispiel. Rang (8 8) =0, Rang (; 8) =1, Rang ((1) (2)) =1, Rang (% %) = 2. Aus der folgenden
Proposition folgt, dass nur die letzte Matrix invertierbar ist. Spéter lernen wir die Inversen zu berech-
nen. Damit findet man leicht (1 %)_1 = (jz 7 ).

2.5 Proposition. Fiir A € M(n x n,K) sind folgende Aussagen diquivalent:
i) A ist invertierbar;
ii) 3B € M(nx n,K) mit A-B = Ey;
iii) 3C e M(n xn,K) mit C-A =E,;
iv) die lineare Abbildung. @4: K" — K", A — A - A ist ein Isomorphismus;
v) die lineare Abbildung. @a: K" — K", A — A - A ist surjektiv;
vi) die lineare Abbildung. @©4: K" — K", A — A - A ist injektiv;
vii) Rang(A) =n;
viii) der Zeilenrang von A ist n;
ix) A ist invertierbar.

Beweis: Fiir einen endlich dimensionalen K-Vektorraum V und fiir eine lineare Selbstabbildung
¢: V — V sind folgende Aussagen dquivalent:

a) @ Isomorphismus;

b) ¢ injektiv;
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¢) ¢ surjektiv.

Um diesen Schritt zu beweisen, benutzen wir die Dimensionsformel fiir lineare Abbildung aus Ko-
rollar IV.3.17
dim(V) = dimker(¢) +dim (V).

Weil ¢ eine Selbstabbildung ist, folgt sofort
dimker(¢) =0 <= dim¢@(V) = dimV
und somit
¢ injektiv <= @ surjektiv.

Also ist dies @quivalent zu ¢ bijektiv und dies zeigt a) <= b) <= c). Aus dieser Aquivalenz folgt,
dass iv) <= v) <= vi). Weiter gilt i) = ii) und i) = iii). In Ubung 11.1 sehen wir ii) <= v) und
iii) <= vi). Folgende Implikationen haben wir schon eingesehen (und einiges mehr):

=
N

ll

Wir zeigen als néchstes, dass iv) = 1) gilt, und damit sind dann i) bis vi) dquivalent. Wir nehmen
also an, dass W := @, ein Isomorphismus ist. Wir bezeichnen die Inverse von y mit y': V — V. Wir
betrachten die zugehorigen Darstellungsmatrizen A(y),A(y’) von y, ¥’ bzgl. der Standardbasis von
K". Insbesondere gilt

A(y) =A(pa) =
Es folgt mit Proposition 1.13

E,=A(id) =A(yoy') = A(y)-A(Y)

und analog

Somit ist A invertierbar, d.h. es gilt i).
In 2.3 haben wir
RangA = dim @4 (K")

gesehen. Damit folgt v) <=>-vii). Also sind i) bis vii) dquivalent. Weiter gilt fiir C,D € M(n x n,K)

C-D=E, < D'.C'=
1.19 ¢)
Dies zeigt i) <=>ix). Weiter folgt (A’)~! = (A~!)' falls A invertierbar.
Da der Zeilenrang von A gleich dem (Spalten-)Rang von A ist, folgt die Aquivalenz von viii) und
xi), wenn man i) <=>vii) fiir A’ statt A benutzt. Damit sind i) bis xi) dquivalent. ]

2.6 Definition. Zwei Matrizen A,B € M(m x n,K) heifien dquivalent :<=- 35 € GL(m,K),3T €
GL(n,K)mitB=S-A-T" !

Zwei Matrizen A, B € M(n x n,K) heiBen sihnlich :<=> 35 € GL(n,K) mit B=S-A-S~'. Ahnliche
Matrizen sind dquivalent, aber nicht umgekehrt.

2.7 Proposition. Die Aquivalenz und die Ahnlichkeit von Matrizen sind Aquivalenzrelationen.
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2. RANG UND INVERTIERBARKEIT

Beweis: Ubung 11.2 O

2.8 Proposition. Der Rang von dquivalenten Matrizen ist gleich. Dasselbe gilt fiir den Zeilenrang.
Beweis: Es seien A, B dquivalente m x n Matrizen, d.h. 35S € GL(m,K),T € GL(n,K) mit
B=S-A-T "

Es seien @4, @p, @5, ¢r-1 die zugehorigen linearen Abbildungen, dann folgt

@p = @Pso@ao(or) "

Beachte, dass nach Proposition 2.5 ¢s und @1 Isomorphismen sind.
Es folgt

Rang(B) = dim gp(K") = dim (@50 @a 0 97 ' (K"))

Weil ¢ ! ein Isomorphismus ist, muss or ! (K") = K" gelten. Da @y ein Isomorphismus ist und iso-
morphe Vektorrdume dieselbe Dimension haben, folgt

Rang B = dim @50 @4 (K") = dim @4 (K") = RangA
Dies zeigt die erste Behauptung. Weiter folgt
B'=(SAT ") =(T7')'-(S-A) =(T7")-A"-§
aus Proposition 1.19 c¢). Wir haben in Beweis von Proposition 2.5 gesehen, dass
(1) = (1)"!

gilt. Es folgt
T'. B . (St)—l — Al

und somit sind B" und A’ dquivalent. Die zweite Behauptung folgt nun aus der ersten Behauptung,
wenn man B’ und A’ betrachtet. O

2.9 Beispiel. Wir zeigen exemplarisch, wie man die Inverse einer Matrix berechnen kann. Gegeben
.1 . 120 . . . . . .
sei die reelle Matrix A = < 3 8 1 > Wir wollen entscheiden, ob A invertierbar ist und wenn ja, wollen

wir die Inverse berechnen. Nach Proposition 2.5 miissen wir dazu B € M(3 x 3,R) bestimmen mit

0 0
A-B= 10
01

[ R

Wenn wir so ein B gefunden haben, ist es auch die Inverse von A, wie wir durch Multiplikation der

. . . . . e X112
obigen Gleichung mit A~! einsieht. Wir betrachten die Eintriige von B als Unbekannte <§§ »2 2)

Dann miissen wir die folgenden drei linearen Gleichungssysteme 16sen:

X1 1 Y1 0 21 0
A-lx|=10], A-|l»n]=|1], A-|lz]=10
X3 0 v3 0 23 1

Dabei betrachten wir den Gaul3-Algorithmus aus 1.4. Weil die linken Seiten bei allen drei Gleichungs-
systemen gleich ist, konnen wir den GauB3-Algorithmus fiir alle drei Systeme gleichzeitig durchfiih-
ren. Es empfiehlt sich dabei nicht nur die Zeilenstufenform, sondern sogar die Einheitsmatrix auf der
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KAPITEL V. MATRIZENRECHNUNG

linken Seite anzustreben.

20100 |- (=3)
3 011(010 ] Q+
-1 021]00 1 +
120 100 Vertauschung von Zeilen
~0 -6 1 | -3 10 ist auch eine Aquivalen-
0o 2 2 1 0 0 jj zumformung
1 2 0]1 00 ﬁ+
~ |0 201 0 1| ]|-(-1J |3
0 -61]-310 L
10 —2]00 —1
~fo2 2 |10 1 |]3
00 7 |01 3/ |4
10 -2(0 0 —1 +
~fl01 1 |53 0 3 ﬁ+
o0 [if jo s 3/ 124 (=)
1000 2 -1
~lo 1ot -1 4
0010 + 3

Offenbar ist x; =0, x, = %, x3 = 0 die Lésung von A - (%) = (é). Analog fiir die anderen Glei-

0 2/7 =1/
chungssysteme. Also ist <1/2 —1/7 1/14 ) die Inverse von A. Hitte A keine Inverse, dann hétte man die
0 17 3/7

. o 100 100 . ..
linke Seite nicht auf E3, sondern nur auf (8 (1) 8) oder (8 8 8) bringen kdnnen.

3. Zusammenhang zu linearen Gleichungssystemen

In diesem Abschnitt werden wir sehen, dass die Theorie der linearen Abbildungen und Matrizen
Anwendungen fiir linearen Gleichungssysteme iiber einem beliebigen Korper K hat.

3.1. Wie wir in Beispiel 2.9 gesehen haben, eignet sich die Matrizenschreibweise hervorragend um
ein lineares Gleichungssystem kompakt darzustellen als

A-x=>b,
x|

wobei A € M(m x n,K), b € K" und wir den unbekannten Vektor x = ( : ) in K" suchen. Wie frither

Xn
konnen wir dazu die lineare Abbildung

Qs K" — K", A—A-A
betrachten.

3.2 Theorem. Der Losungsraum L des homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0 ist ein Un-
terraum von K" mit
dimL = n —Rang(A).
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3. ZUSAMMENHANG ZU LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMEN

Beweis: Offenbar gilt . = ker(¢,). Insbesondere ist damit L. ein Unterraum (siehe Proposition
II1.2.7). Weiter gilt nach 2.3
Rang(A) = dim @4 (K")

Wir benutzen die Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen und Korollar IV.3.17 um
n=dimK" = dimker(@s)+dim @4 (K")
~———— ~—
=L =Rang(A)
zu erhalten. [ [

3.3 Korollar. Fiir ein homogenes lineare Gleichungssystem A -x = 0 mit A € M(m x n,K) sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

a) Es gibt nur die triviale Losung x =0 € K"
b) Rang(A) =n
Beweis: a) <= L = {0} <= dimL = 0 <= n = Rang(A) O

3.4 Proposition. Fiir das lineare Gleichungssystem A-x =b, A € M(m xn,K), b € K™, x € K" sind
folgende Aussagen dquivalent:

a) A-x=Db hat eine Losung
b) Der Rang der durch die Spalte b erweiterten Matrix (A,b) ist gleich dem Rang von A
c¢) bistimBildvon @s: K" - K", A+—A-A

Beweis: a) < c) ist trivial.
c¢) = b) Die Spalten ay,...,a, von A erzeugen das Bild von @4. Analog erzeugen die Spalten
ai,...,an,b von (A,b) das Bild von ¢4 ;. Es folgt

Bild(@(a ) = (a1, ,an,b) beBilZd(q)A) (ay,...,an) =Bild(pa).

Da die Dimension von Bild(¢y4) gleich dem Rang von A ist (siehe 2.3) und analog fiir (A,b), folgt
Rang(A,b) = dim(Bild ¢4 ,)) = Rang(A).

Also impliziert ¢) die Aussage b).
b) = c) Es gilt

Blld((pA) = <a1,...,an> - <a1,...,an,b> :Blld((P(AJ)))

Nach b) gilt
dimBild(¢,) = Rang(A) b:) Rang(A,b) = dim(Bild(qo(Aab))).

Also hat der Unterraum Bild(@4) von Bild(¢(4 ;) dieselbe Dimension und damit sind die Unterriume
gleich (Korollar IV.3.12 b)). Da b € Bild(@(4 ;). folgt auch b € Bild(¢4) und damit c). O

3.5 Korollar. Fiir A € M(m x n,K) sind folgende Bedingungen diquivalent.
a) Fiir jedes b € K™ hat A -x = b eine Losung.
b) Rang(A) =m.

c) Q4 ist surjektiv.
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Beweis: a) <= c) folgt aus Proposition 3.4. Nun ist
Rang(A) = dim @4 (K")

und somit

@4 surjektiv <= @4(K") = K" =, dim @4 (K") = m <= Rang(A) = m.
Dies beweist b) < c¢). [
3.6 Korollar. Folgende Bedingungen sind dquivalent fiir M(n x n,K):
a) A ist invertierbar.
b) Fiir jedes b € K" hat A -x = b eine Losung.
c) Fiir jedes b € K" hat A -x = b genau eine Losung.

Wenn c) erfiillt ist, gilt x = A~ - b fiir die eindeutige Losung.

. 25 ... Kor.35
Beweis: a) <= ¢y surjektiv <= b).

A-1
A= c)Ax=blsx=A""p
¢) = b): trivial. ]

3.7 Beispiel. Wir zeigen mit dem GauB3-Algorithmus, wie man eine Basis des Losungsraums eines
homogenen lineare Gleichungssystems findet. Hier sei K = R.

X2 —x3 +xa +x5 =0
2x1 —xp +x3 +x4 —x5 =0
4x1 4x2 —x3 +x4 +xs =0
2x;1 +xp —x3 4x4 +x5 =0

In Matrixform:
X1

0 1 -1 1 1 0

2 -1 11 -1 210 o

4 1 -1 1 Bl o

2 1 -1 1 4 0
X5

Wir transformieren nur die Matrix, da die rechte Seite bei homogenen linearen Gleichungssysteme
sich nicht verédndert:

111 1) (=2 g (=] 2 -1 11—l
0 1 —11 1 0 1 -1 1
41 —11 1 . 1o 3 -3 -1 3
2 1 11 1 . 0 2 -2 0
2 1 1 1 -1 2 1 1 1 -1
0 1 1 1|37 (-2 0 -1 1
0 3 -3 -1 3 Q+ w “lo 0o o -4 o0
0 2 -2 0 2 . 00 0 -2 0
2 1 1 1 -1 2 1 -1
0 111 0 1
0 0 0 o 1-(=4)7 "o 0o 0o -4 0
o0 o0 2 o) 21 00 0 0 0
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4. BASISWECHSEL

Riickwirts auflésen ergibt:

—4x4=0=x4=0
X)—x3+x4+x5=0=x =x3 — X5

1
21— x4+ x3+x4 —x5 =0=—=x1 = E(xz—X3—X4+X5) =0

Fiir den Losungsraum L ergibt sich mit der Standardbasis ey, ..., es:
0
A3—2s
L={] A | 23,45 € R} = {As(e2+e3) + As(es —e2) [ 43,45 € R}
0
As

Als Basis des Losungsraum ergibt sich e; + e3,e5 — e, da sie nach obigem ein Erzeugendensystem
von L bilden und offenbar linear unabhéngig sind.

Allgemein: Freie Parameter gibt es fiir jede Spalte aufler den Pivotspalten. Im Beispiel sind die erste,
zweite und vierte Pivotspalten, also freie Parameter A3, As. Durch Ausklammern der freien Parameter
in der allgemeinen Losung erhélt man eine Basis des allgemeinen Losungsraums.

4. Basiswechsel

Wir haben gesehen, dass man Vektoren durch Koordinaten beziiglich einer Basis beschreiben kann.
Wenn man die Basis wechselt, dann transformieren sich auch die Koordinaten. Wie das genau ge-
schieht, sehen wir in diesem Abschnitt. Am Schluss werden wir als Anwendung beweisen, dass der
Zeilenrang einer Matrix gleich dem Spaltenrang ist. Dabei wird sehr schon klar, wie wichtig eine
geeignete Wahl einer Basis ist. Wie immer ist K ein Korper.

4.1. Wir gehen im folgenden von einem endlich dimensionalen K-Vektorraum V aus. Wenn wir ei-
ne Basis by,...,b, von V wihlen, dann ist jeder Vektor v € V durch seine Koordinaten A;,...,A,
bestimmt, d.h.

v=MAcMb1+...+A,by.

M
Wir bezeichnen mit A = < : ) € K" den Koordinatenvektor von v bzgl. der Basis by, ..., b,.
A

4.2 Proposition. Sei cy,...,c, eine neue Basis von V. Dann gibt es genau eine Matrix T € M(n x
n,K) so, dass fiir jedes v € V mit Koordinatenvektor A € K" bzgl. by, ...,b, und Koordinatenvektor
ueK"bzgl cy,...,c, gilt:

u=T-A

Beweis: Wir stellen den alten Basisvektor b; bzgl. der neuen Basis cy,...,c, dar, d.h.

mit allen 7;; € K. Es gilt

v= Zﬁkjbj = Z]Aj;tijCi =) (Zitij%) ci.
J= J= i= j=

i=1

Andererseits gilt
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Wegen der Eindeutigkeit der Koordinaten folgt
n
Wi = Z t; jl e
j=1
Mit T = (t;;) € M(n x n,K) folgt die Existenz in der Proposition.

Wir miissen noch die Eindeutigkeit von 7" beweisen. Es erfiille also T € M(n x n,K) die Anforde-
rungen der Proposition. Sei e; der i-te Vektor aus der Standardbasis von K. Dann ist e; der Koordina-

tenvektor von b; bzgl. der Basis by, ..., b,. Es gilt dann, dass T - ¢; der i-te Spaltenvektor von 7 ist und
andererseits der Koordinatenvektor von b; bzgl. c1,...c,. Somit ist T dieselbe Matrix wie im ersten
Teil des Beweises und damit eindeutig. O

4.3 Bemerkung. Die Matrix T aus Proposition 4.2 erhélt man, in dem man die Koordinatenvektoren
der alten Basisvektoren bzgl. der neuen Basis in die Spalten von T schreibt. Sie heifit die Transfor-
mationsmatrix des Basiswechsels.

4.4 Proposition. Sei T die Transformationsmatrix, die die Koordinaten bzgl. der Basis by, . ..,b, von
V in die Koordinaten bzgl. der Basis cy,...,c, transformiert. Sei S die Transformationsmatrix, die
die Koordinaten bzgl. der Basis cy,...,c, in die Koordinaten bzgl. einer weiteren Basis d,,...,d,
transformiert. Dann ist S - T die Transformationsmatrix, die die Koordinaten von der urspriinglichen
Basis by, ...,b, in die Koordinaten bzgl. dy, . .. ,d, transformiert.

Beweis: Sei A € K" der Koordinatenvektor von v € V bzgl. by,...,b,, sei p € K" der Koordinaten-

vektor von v € V bzgl. c¢1,...,c, und sei p € K" der Koordinatenvektor von v € V bzgl. dy,...,d,.
Dann gilt

p=S-u=8(T-1)=(S-T)-A
und nach Proposition 4.2 folgt, dass S- T die Transformationsmatrix des Basiswechsels von by, ..., b,
nach dy,...,d, ist. O

4.5 Korollar. Die Transformation eines Basiswechsels ist invertierbar.

Beweis: Sei T die Transformationsmatrix des Basiswechsels von by, ...,b, nach cy,...,c,. Sei S die
Transformationsmatrix des Basiswechsels von cy,...,c, nach by,...,b,.

Nach Proposition 4.4 ist - T die Transformationsmatrix, die die Koordinaten bzgl. by, ..., b, in die
Koordinatenform by, .. .,b, transformiert. Da dies dieselbe Basis ist, bleiben die Koordinaten gleich
und damit gilt:

S-T=E,
Mit Proposition 2.5 ist T invertierbar. O

4.6 Proposition. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen. Wir betrachten alte
Basen by,...,b, von V und cy,...,c,, von W und neue Basen b, ...,b}, von'V und ¢\, ...,cl, von W.
Weiter sei T (bzw. S) die Transformationsmatrix des Basiswechsels auf V (bzw. W ). Weiter sei A(@)
(bzw. A'(@)) die zu @ gehirige Matrix bzgl. den alten (bzw. neuen) Basen. Dann gilt

Alp)=5S-Alp)-T™".

Beweis: Es sei A € K" der Koordinatenvektor von v € V bzgl. by,...,b,. Es sei A’ € K" der Koor-
dinatenvektor von v € V bzgl. b|,...,b). Es sei u € K™ der Koordinatenvektor von ¢(v) € W bzgl.
Ci,...,cn. Bs sei g’ € K™ der Koordinatenvektor von @(v) € W bzgl. ¢/,...,c}.

Nach Definitionen gilt
p=A>g)-A N w=A(p)A
und
AM=T-A AN u=S8pu.
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Zusammen ergibt sich
S-A(@)-A=S-p=p=Ap)- A" =Ag)-T-2.

Offenbar beschreiben sowohl S-A(¢@) wie auch A’(¢) - T die lineare Abbildung ¢ bzgl. den Basen
bi,...,b, vonV und c,...,c,, von W. Wegen der Eindeutigkeit dieser Matrix (siehe 1.5) folgt

S-A(p)=A'(g)-T.

Nach Korollar 4.5 ist die Basiswechselmatrix T invertierbar und es folgt:

Alp)=S-A(p)-T". O
4.7 Bemerkung. Hat man eine Basis b,...,b, von V und T € GL(n,K) gegeben, dann gibt es genau
eine Basis b}, ..., b}, vonV so, dass T die Transformationsmatrix des Basiswechsels ist (siche Aufgabe
12.2).

4.8 Korollar. Seien V.W K-Vektorriume mit n := dim(V) < co und m := dim(W) < co.

a) Zwei Matrizen A,A’ € M(m X n,K) sind genau dann dquivalent, wenn es eine lineare Abbildung
©:V — W gibt so, dass A die Matrix zu @ ist bzgl. einer Wahl von Basen von' V und W und A’ die
Matrix zu @ ist bzgl. einer weiteren Wahl von Basen von V und W.

b) Zwei Matrizen B,B' € M(n x n,K) sind genau dann dhnlich, wenn B die Matrix zu @ ist bzgl. einer
Wahl einer Basis von'V und B' die Matrix zu @ ist bzgl. einer weiteren Wahl einer Basis von'V.

Beweis: Wir zeigen zuerst ,,—>“ in a). Es seien A,A’ dquivalent, d.h. 3§ € GL(m,K) und T €
GL(n,K) mit
A=S-AT"

Wir wihlen eine beliebige Basis by,...,b, von V und eine beliebige Basis cy,...,c, von W. Nach
Proposition 1.6 gibt es eine lineare Abbildung ¢: V — W so, dass A die Matrix zu ¢ ist bzgl. diesen
Basen. Nach Bemerkung 4.7 gibt es neue Basen by, ...,b), von V und ¢},..., ¢}, von W so, dass S und
T die Transformationsmatrizen der Basiswechsel sind. Mit Proposition 4.6 folgt, dass A’ die Matrix
zu @ ist bzgl. den neuen Basen. Dies zeigt ,,—*‘ in a). Umkehrung in a) folgt direkt aus Proposition
4.6. b) folgt analog wie a), wenn man V = W und b; = ¢; benutzt. ]

4.9 Bemerkung. Zusammen mit Theorem 4.10 wird folgen, dass A,A’ € M'(m x n,K) genau dann
dquivalent sind, wenn Rang(A) = Rang(A’) gilt. Viel schwieriger ist ein Kriterium zu erhalten fiir
dhnliche Matrizen. Dies wird uns in den kommenden Kapiteln beschiftigen.

4.10 Theorem. Es sei ¢: V — W eine lineare Abbildung zwischen endlich dimensionalen Vektor-

rdumen. Dann gibt es Basen by,...,b, vonV und cy,...,c, von W so, dass die zu ¢ gehorige Matrix
die Form
E. 0
<0 0) € M(mxn,K)
hat, wobei r = dim @ (V) ist.
Beweis: Es seicy,...,c, eine Basis von ¢(V). Mit dem Basisergidnzungssatz (Theorem IV.2.5) kon-
nen wir das zu einer Basis c1, ..., ¢, von W ergidnzen. Nach Korollar IV.2.10 gibt es einen Unterraum
U von V mit
V =U @ ker(@).
Offenbar gilt (V) = @(U). Damit existieren by,...,b, € U mit ¢(b;) =c¢; furi=1,...,r. Wir zeigen
nun, dass by,...,b, eine Basis von U ist. Die lineare Unabhingigkeit folgt sofort aus derjenigen von
c1,...,cr. Weiter sei u € U. Dann gilt ¢ (u) =Y./, A;c; mit den Koordinaten A; € K von ¢@(u). Aus der
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Linearitdt von ¢ folgt, dass u — Y/, A;b; € ker(¢@) gilt. Wegen U Nker(¢) = {0} muss u =Y\, ;b
gelten und damit ist by, ..., b, auch ein Erzeugendensystem von U.

Wir wihlen eine Basis b, 1,...,b, von ker(¢), dann ist by,...,b, eine Basis von V (siche Beweis
von Proposition IV.3.14). Es gilt ¢(b;) = 0 fiir < j < n und damit hat die zu ¢ gehorige Matrix
bzgl. den Basen by,...,b, und cy,...,c,, die gewiinschte Form. L]

4.11 Korollar. Jede m x n Matrix A ist dquivalent zu genau einer Matrix der Form

E. 0
<0 0>€M(m><n,K).

Es gilt r = Rang(A).
Beweis: Korollar 4.8 und Theorem 4.10. Die Eindeutigkeit folgt aus Proposition 2.8. 0
4.12 Theorem. Fiir m X n Matrizen ist der Rang gleich dem Zeilenrang.

1. Beweis: SeiA € M(m x n,K). Wir wihlen K-Vektorrdaume V, W mit Basen by,...,b, bzw. cy,...,cp.
Nach Proposition 1.6 gibt es eine lineare Abbildung ¢: V — W so, dass A die zu ¢ gehdrige Matrix
ist. Man kann z.B. V = K" und W = K™ und ¢ = @4 nehmen. Nach Theorem 4.10 gibt es neue Basen
bl,....,b,,vonV und c,...,c,, von W so, dass die neue zu ¢ gehorige Matrix die Form

E 0
o= o)

Rang(B) = r =dim¢@(V) = Rang(A).

hat mit

Andererseits gilt fiir den Zeilenrang R von A
R =Rang(A") = dim@*(W*) = Rang(B).
ang(A’) = dim*(W") = Rang(B’)
Weil offenbar die ersten r Zeilen (bzw. Spalten) von B linear unabhéngig sind, muss
Rang(B') = Rang(B) = r

gelten. Es folgt
R=Rang(B')=r

wie gewiinscht. O

2. Beweis: Nach Korollar 4.11 gibt es S € GL(m,K) und T € GL(n,K) mit

E. 0\ 1
(5 )i
Transponieren liefert mit den Rechenregeln in 1.19

t
(Eor 8) — (SAT—I)I — (T_l)tAtS[.

Wir haben im Beweis von Proposition 2.5 gesehen, dass (T~1)" = (T*) ! gilt und somit ist die Matrix
t
A" dquivalent zu <% 8) . Nach Proposition 2.7 miissen sie deshalb denselben Rang haben. Nun
gilt
E, 0\ ,
Rang(A) = r = Rang( 0 0 ) = Rang(A").

Weil Rang(A") der Zeilenrang von A ist, folgt die Behauptung. O
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Kapitel VI.

Determinanten

1. Permutationen

In I1.1.10 haben wir gesehen, dass die Menge S(X) der bijektiven Selbstabbildungen einer Menge X
eine Gruppe bzgl. der Komposition von Abbildungen bildet. Im Spezialfall X := {1,...,n} erhalten
wir die Gruppe der Permutationen von 1,...,n die uns in diesem Abschnitt beschaftigen wird. Die
Permutationen werden bei der Definition und Berechnung von Determinanten eine wichtige Rolle
spielen.

1.1 Definition. Eine Permutation der Zahlen 1,...,n ist eine bijektive Abbildung 7: {1,...,n} —
{1,...,n}. Wir schreiben 7 in der Form

1 2 3 n
n(1) =(2) =(3) - =m(n))’
Zum Beispiel bedeutet (123 %), dass w(1) =2, 7(2) = 3, 7(3) = 1 und 7(4) = 4. Die Menge aller

3
1
Permutationen von 1,...,n wird mit S,, bezeichnet und heifit symmetrische Gruppe zum Index n.

1.2 Proposition. Zusammen mit der Komposition von Selbstabbildungen ist S,, eine Gruppe mit n!
Elementen.

Beweis: Wir hatten in Proposition II.1.10 schon gesehen, dass S, = S({1,...,n}) eine Gruppe ist.
Wenn wir eine Permutationen festlegen, dann haben wir fiir 77(1) insgesamt n Moglichkeiten. Wenn
m(1) festgelegt ist, dann bleiben n — 1 Moglichkeiten fiir 77(2) usw. Insgesamt ergeben sich

n-(n—1)-(n=2)---1=n!
Moglichkeiten. O

1.3 Beispiel. Wir sehen an folgender Rechnung, dass S, nicht abelsch sein muss fiir n > 3:
1 2 3 . 1 2 3y (123
321 23 1) \2 13
1 2 3 o 1 2 3y (123
2 31 32 1) \1 3 2

1.4 Definition. Eine Transposition 7 ist eine Permutation, die zwei verschiedene Zahlen vertauscht
und die anderen Zahlen fest ldsst, d.h. 3i # jmit 7(i) = j, ©(j) =iund t(k) =kVk e {1,...,n}\{i,j}.

Wir schreiben T = (i, j) fiir so eine Transposition. Es gilt immer 72 = id.

1.5 Theorem. Fiir n > 2 ist jedes © € S, ein Produkt von Transpositionen der Form (i,i+1).

Beweis: Mit Induktion nach n. Der Induktionsanfang ist trivial. Induktionsschritt: Wir nehmen an,
dass n > 3 ist und dass die Behauptung stimmt fiir n — 1. Es sei k := 7(n). Dann gilt:

(n,n—1)o---o(k+1,k)om(n)=n

=n'
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Weil ' (n) = n gilt, induziert &’ eine Permutation von 1,...,n— 1. Mit vollstindiger Induktion folgt:
nlzflo...ofr

fiir Transpositionen benachbarter Elemente in {1,...,n— 1}. Diese Gleichung macht Sinn als Permu-
tation von 1,...,n (die n fest lassen) und es folgt

717:(k—l—l,k)*lo...o(n’n—1)7101;]o...ofr
= (k,k+1) o--ro(n—1,n) oTjo---07,.

Dies zeigt den Induktionsschritt. Mit vollstandiger Induktion folgt die Behauptung. O

1.6 Definition. Das Signum von 7 € S, ist

sign(m) := —
i<j J—t

wobei die Indexmenge des Produkts gleich {(i,j) € {1,...,n}?|i < j} ist.
1.7 Beispiel.

(123 4\ (3-2)(4-2)(1-2)(4-3)(1-3)(1—-4) _ 0
S R e e

1.8. Wir bemerken ganz allgemein, dass im Zihler und im Nenner von sign(7) bis auf das Vorzeichen
dieselben Faktoren vorkommen, weil 7 eine Permutation ist. Wenn im Zéhler ein Faktor i — j miti < j
vorkommt, dann sprechen wir von einem Fehlstand. Also gilt:

sign(m) = (=1)",
wobei N die Anzahl der Fehlstinde ist.
1.9 Proposition. Die Abbildung sign: S, — {—1,1} ist ein Gruppenhomomorphismus, d.h.

sign(o om) = sign(o) - sign(7).

Beweis:
Gion(G o) — o(n(j)) —o(n(i))
gn(o ”)_,g iy
o 0(m) —o(() - al)— ()
U= U=
=sign(m)
Wir behaupten, dass ( ) ( )
o(n(j)) —o(x(i) {yo(l)—ok)
I.IJj n(j) — (i) _kH<l I—k (VL1
=sign(o)

gilt und damit folgt dann sofort die Proposition. Um (VI.1) zu beweisen, bemerken wir zuerst, dass
es zu jedem k < [ genau ein i < j gibt mit {k,/} = {n (i), n(j)}. Dies folgt, weil 7 eine Permutation
ist.
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2.Fall 77'(k) > n!(l). Dann gilti = 7' (1) und j = 7~ (k). Es folgt
o(n(j)) —o(n(i)) ok)—o(l) o(l)—o(k)

n(j)—=@) k-1 I—k

Also sind auf beiden Seiten in (VI.1) dieselben Faktoren und deshalb gilt (VL.1). O]
1.10 Korollar. Ist 7t € S, ein Produkt von N Transpositionen. Dann gilt sign(nt) = (—1)".

Beweis: Es sei 7 = 7; 0--- o1y das Produkt von N Transpositionen 7;. Dann gilt mit Proposition 1.9:

sign(m H sign(7;)

Die Signatur einer Transposition T = (i, j) ist —1, da sie genau einen Fehlstand hat und zwar in (i, j)
— sign(m) = (—1)V. O

1.11. Weil sich nach Theorem 1.5 jedes & € S, als Produkt von Transpositionen schreiben lésst, kann
man Korollar 1.10 benutzen um sign(7) zu berechnen. Eine Permutation 7 € S, heit gerade (bzw.
ungerade), falls sign(m) = 1 (bzw. (sign(m) = —1) ist. Nach Korollar 1.10 ist dies dquivalent dazu,
dass 7 ein Produkt einer geraden (bzw. ungeraden) Anzahl Transpositionen ist.

1.12 Beispiel.
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
<2 3 4 1) (174)"(2 301 4) (L,4)o (1’3)"(2 13 4>
1 2 3 4
10030020 (; 5 3 §)=0900300.2)
und damit ergibt sich wieder sign(z) = (—1)3 = —1, d.h. 7 ist ungerade.

2. Determinantenformen

Die Determinante ist eine Zahl, die einer quadratischen Matrix zugeordnet wird. Sie ist genau dann
Null, wenn die Matrix nicht invertierbar ist. Man kann sie benutzt, um dann die Inverse zu berechnen.
Geometrisch misst sie das orientierte Volumen des Parallelotops, das durch die Spalten der Matrix
aufgespannt wird. Dies alles wird uns in den kommenden Abschnitten beschéftigen. Jetzt fithren
wir nur die Determinanten ein. Dabei ist K ein beliebiger Korper und V ein endlich-dimensionaler
Vektorraum. Weiter sei n := dim(V).

2.1 Definition. Eine k-fache Multilinearform auf V ist eine Abbildung
F:Vk—>K, (vl,...,vk)|—>F(v1,...,vk)
mit der Eigenschaft, dass F linear ist in jedem der k Argumente, d.h.

vi) +ATF (i, V)

1./ n_n /
Fiyeo Vi, AV + AW v, ) = AF (v, v Vi

/

j’ sy
firalle A",A" € K, vi,...,vj-1,V;,Vi,vjt1,...,i€Vund j=1,... .k

2.2 Beispiel. Fiir k = 1 erhalten wir: 1-fache Multilinearform = lineares Funktional, denn F: V — K

muss linear sein. Wir erhalten also die Elemente des Dualraums V*. Fiir beliebiges k£ > 1 haben wir
folgendes Beispiel einer k-fachen Multilinearform auf V = K:

M
F:VE=KSK A=|:|—=A X
A
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KAPITEL VI. DETERMINANTEN

Aufgrund der Distributivitdt von K ist F linear in jedem A; und damit eine k-fache Multilinearform.
Beachte, dass F' nicht linear ist, falls k > 2.

2.3 Definition. Eine k-fache Multilinearform F auf V heif}t alternierend :<=> F (v,...,v;) = 0 falls
v; = vj fiir ein i # j. Der Name alternierend erklért sich mit folgenden Resultat:

2.4 Proposition. Sei w € Sy und F eine alternierende k-fache Multilinearform. Dann gilt

F(Vn(l)w .. »Vir(k)) = sign(n:) -F(Vl,. .. ,Vk).

Beweis: Nach Theorem 1.5 ist 7 ein Produkt von Transpositionen. Wir argumentieren mit Induktion
nach der Anzahl Faktoren N. Der Fall & = id ist trivial. Wir machen den Induktionsanfang bei N = 1,
d.h. 7 ist eine Transposition (i, j). Der Einfachheit halber nehmen wir (i, j) = (1,2) an, die anderen
Fille gehen analog. Es gilt

- F(V1+V2,V1+V2,V3,...,Vk)
alternierend

= F,vi,v3,..o,v) FF(vi,va,v3, .o v)  F(va, v, v3, 00 vk) + F (va, v, 3,000, Vk)
multilinear

- F(V[,Vz,...,Vk)+F(V2,V1,V3,...,Vk)-
alternierend

Damit folgt
F(v2,vi,v3,...,vk) = —F(vi,va,..., V).

Weil sign((1,2)) = —1, zeigt dies die Behauptung im Fall N = 1. Induktionsschritt: Es sei N > 2 und
wir nehmen an, dass die Behauptung richtig ist fiir N — 1. Also gilt £ = 2’ o T mit &’ € Sy Produkt von
N — 1 Transpositionen und 7 Transposition. Nach Induktionsannahme im Fall N — 1 gilt

F(Va(1)s-- V) = F(Vior(1)s - - Viwor()) = SIg(T)F (Ve(1), -+ Ve(r)-

Es folgt aus dem Induktionsanfang N = 1

F(vaiys--Vag) = sign(n')sign(T)F (vy,...,v)
= sign(7' o T)F (vy,...,v)
= sign(m)F (vi,...,vx).
Dies beweist den Induktionsschritt. Mit vollstandiger Induktion folgt die Behauptung. 0

2.5 Proposition. Es sei F eine alternierende k-fache Multilinearform auf' V. Falls vy,. .. vy linear
abhdngig sind, dann gilt
F(vi,...,w)=0.

Beweis: Nach Proposition IV.1.8 ldsst sich einer der Vektoren als Linearkombination der anderen
Vektoren schreiben. O.B.d.A.

k
V1 = Z QLI'V,'.
i=2
Aufgrund der Multilinearitét folgt:
k k
F(vi,va,...,w) = Z),I-F(v,-,vz,...,vk) = Zli-O =0.
i=2 i=2
Dies zeigt die Behauptung. 0
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2.6. Wir haben in Beispiel III.1.3 gesehen, dass fiir eine beliebige Menge X die Menge der Funk-
tionen f: X — K unter punktweiser Addition und skalarer Multiplikation zu einem K-Vektorraum
wird. Wir benutzen dies fiir X := V¥ und haben somit eine Rezept um k-fache Multilinearformen F;
zu addieren und mit einem Skalar A zu multiplizieren:

(Fl—l-Fz)(Vl,...,Vk) = Fl(vl,...,vk)—i—Fz(vl,...,vk)
(A-F)(Vl,...,vk) 2ZA-F(V1,...,V]()

Es ist trivial, dass F; + F> und AF wieder k-fache Multilinearformen auf V sind. Wenn F|,F>,F
alternierend sind, dann bleiben F; + F>, A - F offensichtlich alternierend. Wir fassen diese Resultate
zusammen:

2.7 Proposition. Mit den in 2.6 definierten Operationen bildet die Menge der k-fachen Multilinear-
formen auf'V ein K-Vektorraum. Die Menge der alternierenden k-fachen Multilinearformen auf'V ist
darin ein Unterraum.

Beweis: Wir haben in 2.6 gesehen, dass diese beiden Mengen Unterriume des Vektorraums aller
Funktionen f: X = V¥ — K sind . O

2.8. Eine Determinantenform A ist eine alternierende n-fache Multilinearform auf V, d.h.
A: V"= K, (viy...,vn) = A(vy,...,v,) mit
e A(vy,...,v,) ist linear in jedem v; (aber nicht unbedingt linear als Abbildung V" — K).
o A(vi,...,v,) =0 falls v; = v; fiirein i # j.

Wir werden zeigen, dass die Determinantenformen einen 1-dimensionalen K-Vektorraum bilden. Zu-
erst fithren wir die Determinante einer n X n-Matrix mit Hilfe einer Formel ein. Spiter geben wir dann
auch eine intrinsische Charakterisierung.

2.9 Definition. Fiir A = (a;j) € M(n x n,K) definieren wir die Determinante als

det(A) := Z sign(7)az(1)1 -+ An(nyn-

nEeS,

2.10 Lemma. Es sei A eine Determinantenform auf'V und by, ..., b, eine Basis von V. Fiir Vektoren
Vi,...,Vy € V mit Koordinatenvektoren ay,...,a, € K" bzgl. dieser Basis gilt dann

A(vi,...,vy) =det(ar,...,a,)Ab1,...,by),

wobei (ay,...,ay) die n X n-Matrix mit dem Spaltenvektor ay, ..., ay ist.

Beachte, dass wir hier die Koordinaten der Vektoren folgendermassen bezeichnen, damit es mit
den Eintrdgen der Matrix passt:
aij
a j= ( : ) .
llnj

Beweis: Aufgrund der Multilinearitét von A folgt

n

n n n n
A(vl,. .. ,vn) = A(. ai.lbi1 yeuey Z al‘nnb,‘”> = Z a1 -A(bi], Z aizzbiz,. ooy Z ainnbin)

i1=1 in=1 i1=1 ir=1 ip=1

= Z aill"'ainn'A(bip---abi,,)-

71



KAPITEL VI. DETERMINANTEN

Weil A alternierend ist, sind alle Summanden gleich 0, bei denen i, = i; ist fiir ein 7 # s. Also spielen

nur diejenigen iy, ..., i, eine Rolle, bei denen k — i eine Permutation von {1,...,n} ist. Also gilt
A(vi, . Z an(1 n(n)n A(bnf(l)7 abn(n))
TES,
= Z sign(n)aﬂ(])l " Ar(n)n -A(bl,. .. ,bn) = det(al,. .. ,an)A(bl,. .. ,bn),
TES,
wobei der letzte Schritt aus Proposition 2.4 folgt. O O

2.11 Theorem. Der Raum der Determinantenformen auf'V ist ein 1-dimensionaler K-Vektorraum.

Beweis: Wir haben in Proposition 2.7 gesehen, dass die alternierenden n-fachen Multilinearformen
auf V einen K-Vektorraum bilden. Wir wéhlen eine Basis by,...,b, von V. Fiir vi,...,v, € V mit
Koordinatenvektoren ay,...,a, € K" bzgl. dieser Basis definieren wir

A(vi,...,vy) :=det(ay,...,ay).
Wir zeigen zuerst, dass A eine Determinantenform ist. Aufgrund der Distributivitéit im Korper K ist
(@i, s@n) = ag1y1 Az
eine n-fache Multilinearform auf K" fiir jedes 7 € S,, (analog zu Bsp 2.2). Nach Proposition 2.7 ist
(ay,...,an) — det(ay,...,ay)

ebenfalls eine n-fache Multilinearform auf K”. Nach Proposition IV.2.15 ist die Koordinatenabbil-
dung V — K" bzgl. der Basis by,...,b, ein Isomorphismus und damit muss auch A eine n-fache
Multilinearform auf V sein. Wir wollen nur zeigen, dass A alternierend ist. Sie also a; = a; € K" fiir
ein i # j. Wir benutzen die Transposition T = (i, j) € S,. Wir bezeichnen die Menge der geraden
Permutationen mit A,. Nach Aufgabe 13.2 ist & — 7 o T eine Bijektion von A, auf die Menge der
ungeraden Permutationen.

= det(ay,...,a,) = Z sign(n’)aﬂ(l)l “Ar(n)n

TES,

= Z Ar(1)1 " Ar(n)n — Z Ax(1)1 """ Ax(n)n
TEA, mES,, sign(m)=—1

= Z Ar(1)1 n(n)n — Z Aror(1)1 """ Arot(n)n
TEA, TEA,

Wegen 7 = (i, j) und a; = a; € K" gilt

Arot(i),i = Ar(j),i = 9n(j),j

Arot(j),j = Gn(i),j = 4n(i)i
und
Anot(k) k = An(k),k
fur k # i, j. Also folgt,

det(ai,...,a Zan’ v Zaﬂ: e nn:()

TEA, TEA,

Damit ist det eine alternierenden n-fache Multilinearform auf K", d.h. eine Determinantenform. Mit
Hilfe des Koordinatenisomorphismus V — K" folgt, dass A eine Determinantenform auf V ist. Wir
haben bis jetzt gesehen, dass

AV K (viyeoovn) = Av, ..y vy) = Z Sign(7)az(1)1*** Ar(nyn

neS,
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eine Determinantenform auf V' ist. Wir wollen als nichstes zeigen, dass A eine nicht-triviale Deter-
minantenform ist, d.h. A ist nicht identisch Null ist. Das folgt aus:

A(br,...;bp) =Y sign(m)8r(1y1 -+ Sp(uyn = 1

wobei §;; das Kroneckersymbol ist, d.h.

1, fallsi=j
0ij = o
0, fallsi# j

Hier benutzen wir, dass der Koordinatenvektor von b; gleich dem Standardbasisvektor e; = (6 j),-zlw.ﬂ €
K" ist.

Wir wollen zeigen, dass der Vektorraum der Determinantenformen 1-dimensional ist. Es geniigt
also zu zeigen, dass eine weitere Determinantenform A’ auf V ein Vielfaches von unserem A ist. Aus
Lemma 2.10 folgt

A(vi,...,vy) =det(ay,...,an)A (by,...,by) =N (by,....b))A(v,...,v)
fur alle vy,...,v, € V mit Koordinatenvektoren ay,...,a, € K" bzgl. der Basis by, ...,b,. Also folgt
A =N (by,...,by)-A
und somit ist der Vektorraum der Determinantenformen 1-dimensional. O

2.12 Korollar. Sei A eine nicht-triviale Determinantenform auf' V, n := dim(V) < oo und vy,...,v, €
V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a) vi,...,v, Basis von'V
b) A(vi,...,v;) #0

Beweis: Falls vy, ..., v, linear abhiingig sind, dann folgt A(vy,...,v,) = 0 aus Proposition 2.5. Damit
folgt a) aus b). Falls vy,...,v, linear unabhéngig sind, dann bilden sie eine Basis von V. Wenn nun A
die im Beweis von Theorem 2.11 betrachtete Determinantenform ist bzgl. der Basis by :=vy,...,b, :=
v, dann gilt

A(vi,...,vy) =1.

Nach Theorem 2.11 ist jede andere nicht-triviale Determinantenform A’ ein nicht-triviales Vielfaches
von A. Also gilt

ANWi,...,v) #0

in jedem Fall. Dies zeigt, dass b) aus a) folgt. O

2.13 Theorem. Die Determinante det ist die Funktion A: M(n x n,K) — K, die eindeutig charakte-
risiert wird durch folgende Eigenschaft:

a) Aist linear in den Spalten, d.h.

!/ n_n !/ / " "
Aay,...,aj-1,A'd;+A"d},aj41,...,a0) = M'Aay,...,a;,....an) + A" Aay,...,d}, ... an)
fiiralle A',A" € K, ar,...,aj-1,d},d},aj1,....ay € K" und j=1,....n.

b) A ist alternierend in den Spalten, d.h. sind zwei Spalten von A gleich, dann gilt A(A) = 0.

¢) A(E,) =1
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Beweis: Im Beweis von Theorem 2.11 haben wir gesehen, dass A(A) := det(A) die Eigenschaften
(a)-(c) erfiillt. Dies zeigt die Existenz von A. Wenn A’ eine weitere Funktion ist mit (a)-(c), dann muss
A’ auch eine Determinantenform auf K" induzieren via Spalten wegen (a) und (b). Wegen Theorem
2.11 gilt A’ = A det fiir ein A € K. Mit (¢) folgt

1=A(E,) =Adet(E,)=A-1=1
und somit gilt A’ = det wie gewiinscht. O
2.14 Beispiel. Sei A = (g!! 3!2). Dann gilt

det(A) =ajaxy —axan

apy apz a3

Analog zeigt man, dass die Determinante einer 3 x 3-Matrix A = (ggi o Zﬁ) mit der Regel von

Sarrus
det(A) = ajjaxnasz + apaxaz) +azaziazn — aj1a3a3 — a12a21a33 — 13422031

berechnen lisst (siehe Aufgabe 13.3).

Es sei ¢: V — V eine lineare Selbstabbildung von V. Eine lineare Selbstabbildung heifit Endo-
morphismus. Die Menge der Endomorphismen von V bezeichnen wir mit

EndK(V) = HomK(V, V).

Wir erinnern daran, dass Endg (V) ein Ring ist beziiglich der Verkniipfung von Abbildungen. Dies
folgt sofort aus der entsprechenden Aussage fiir quadratische Matrizen (siehe Korollar V.1.9).

2.15 Proposition. Fiir ¢ € Endg(V) = 3'd, € K mit folgender Eigenschaft: Fiir alle Determinan-
tenformen A gilt:

A@(V1)s--.,@(vn)) =dg-A(vi,...,vy) (V1.2)
fiiralle vi,...,v, €V.

Beweis: Weil ¢ eine lineare Selbstabbildung ist, muss
ANV K, (vi,.o,vn) =A@V, ..., 0(vn))
eine Determinantenform sein. Nach Theorem 2.11 gilt
AN =dy-A

fiir genau ein dy € K, wenn A eine nicht-triviale Determinantenform ist. Also gilt (VI1.2) fiir dieses
ausgewihlte A. Weil jede andere Determinantenform auf V ein Vielfaches von A ist, gilt (V1.2) auch
fiir alle anderen Determinantenformen. O

2.16 Definition. Wir definieren dy, als die Determinante von ¢ und bezeichnen sie mit det(¢).

2.17 Proposition. Wenn A(@) € M(n x n,K) die Matrix von @ ist bzgl. der Basis by,...,b, von'V,
dann gilt det(@) = det(A(9)).

Beweis: Es seien ay,...,a, die Koordinatenvektoren von ¢(b;),...,@(b,) bzgl. der Basis by, ..., b,,.
Wir nehmen dieselbe nicht-triviale Determinantenform A, die wir im Beweis von Theorem 2.11 kon-
struiert haben. Man muss dabei die Koordinatenvektoren als Spalten einer n X n-Matrix schreiben und
dann die Determinante dieser Matrix nehmen. = A(@(b1),...,9(b,)) = det(ay,...,a,) = detA(@)
Weiter gilt

A(by,...,by) =1

Mit Proposition 2.15 folgt, dass det(@) := dy = detA(@). O
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2.18 Proposition. Fiir ¢ € Endg (V) sind folgende Aussagen diquivalent:
i) @ invertierbar im Endomorphismenring Endg (V);
ii) 3y € Endg(V); mit oy =idy;
iii) 3y’ € Endg(V) mit W' 0 ¢ = idy;
iv) @ bijektiv;
V) @ surjektiv;
vi) @ injektiv;
vii) Rang(¢) = dim(V);
viii) @* invertierbar;
ix) det(¢) #0.

Beweis: Durch die Wahl einer festen Basis von V erhilt man dquivalente Aussagen fiir n X n Matri-
zen. Deshalb folgt die Aquivalenz von i)-viii) aus Proposition V.2.5.

V) = ix)“: Es sei by,. .., by eine Basis von V. Dann ist @ (by), ..., ¢(b,) Erzeugendensystem von
(V). Weil ¢ als surjektiv in v) vorausgesetzt wird, muss @(by),...,®(b,) ein Erzeugendensystem
von V sein. Weil n = dim(V'), muss @(by),...,¢(b,) eine Basis von V sein (Korollar IV.2.6). Sei A
eine nicht-triviale Determinantenform. Aus Korollar 2.12 folgt dann, dass A(@(b1),...,@(b,)) # 0.

Wegen

A(@(B1), ., @(by)) 2 det(@)A(b1, ..., by)

folgt det(¢) # 0 und damit ix).
»1X) = v)*“: Wieder sei by,...,b, eine Basis von V. Dann folgt aus

2.15

A@(B1).-.-. (ba)) L det(@)A(b1,...by)

und der Annahme det(@) # 0 aus ix), dass A(Q(vi),...,@(n)) # 0, denn A(by,...,b,) # 0 nach
Korollar 2.12. Noch einmal Korollar 2.12 zeigt, dass @(by),...,®(b,) eine Basis von V ist. Also gilt
o (V) =V. Dies zeigt v). O

2.19 Proposition. Fiir ¢,y € Endg (V) gilt det(y o @) = det(y)det(@).
Beweis: Fiir vy,...,v, € V und eine Determinantenform A gelten
A(yoo(v1),...,wo@(v,)) =det(yo@)A(vi,...,v,)
und
AW (), w(9(m) ) = det(W)A(9(v1), ., 9 (1))
= det(y)det(@)A(vi,...,vy)
mit Proposition 2.15. Es folgt

det(yo @) = det(y)det(o)

wie gewlinscht. O

2.20 Bemerkung. Es folgt sofort
det(yo @) =det(povy).

Analoge Aussagen haben wir dank Proposition 2.13 und der Ubersetzung von linearen Abbildungen
in Matrizen (siehe Bemerkung V.1.19) fiir n x n Matrizen A, B:

det(A-B) = det(A) - det(B) = det(B-A)
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3. Eigenschaften von Determinanten

Es sei K ein Korper. In diesem Abschnitt werden wir die wesentlichen Eigenschaften der Determi-
nanten von n X n Matrizen mit Eintrdgen in K erarbeiten. Mit Hilfe von Proposition 2.17 erhélt man
entsprechende Aussagen fiir Endomorphismen eines endlich dimensionalen K-Vektorraum.

3.1 Bemerkung. In Aufgabe 13.4 zeigen wir fiir A € M(n x n,K), dass
det(A) = det(A")

gilt. Als Anwendung sehen wir, dass alle Eigenschaften der Determinante bzgl. den Spaltenvektoren
analog fiir die Zeilenvektoren gelten. Ubrigens folgt

det() = det(¢")

aus der obigen Identitéit und aus A(¢*) = A(¢)’, wenn man die duale Basis benutzt.

3.2 Definition. Eine Matrix A € M(n x n,K) heifit obere Dreiecksmatrix, falls ¢;; = 0 fur i > j, d.h.

app apy - Ay
0 a

A— 22
0 - 0 ay

3.3 Proposition. Wenn A eine obere Dreiecksmatrix ist, dann gilt det(A) = ajjaz - - - anp.
Beweis: Wir erinnern an die Definition
det(A) = Z Sign(7) - az(1y1 - Az(2)2 " * Ag(n)n-
TES,

Wenn 7 # id, dann 3 € {1,...,n} mit 7(j) > j. Dann ist der entsprechende Summand in det(A)
gleich 0, weil A eine obere Dreiecksmatrix ist. Also bleibt nur & = id und damit folgt die Behauptung.
O

Als nichstes betrachten wir die Determinante unter den Zeilenoperationen des Gaul3-Algorithmus.
Das wird niitzlich sein, fiir die Berechnung der Determinante.
2
3.4 Proposition. Fiir eine Matrix A = < : ) € M(n x n,K) mit Zeilen z, . .., z, gilt:

Zn

a) Wenn wir A’ durch Multiplikation der j-ten Zeile mit A € K aus A erhalten fiir ein einziges j €
{1,...,n}, dann gilt
det(A") = A det(A).

b) Wenn wir A" durch Vertauschung zweier Zeilen erhalten, dann gilt
det(A") = —det(A).
¢) Wann wir A’ dadurch aus A erhalten, in dem wir zur i-ten Zeile noch ein Vielfaches einer anderen

Zeile dazu addieren, dann gilt
det(A") = det(A).

Alles gilt sinngemdf; fiir Spalten- statt Zeilenoperationen. Beachte, dass die Determinante im All-
gemeinen nicht linear ist, d.h.

det(A + B) # det(A) + det(B).
Wegen a) gilt
det(AA) = A" det(A).
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Beweis: a) und b) ist klar, weil die Determinante nach Theorem 2.13 und Bemerkung 3.1 linear und

alternierend in den Zeilen ist. Sei A € M (n x n, K) mit den Zeilenvektoren zi,...,z, € K". Dann gilt
<1 <1
Zi—1 Zi-1
det(A") =det | zi+Az; | =det(A)+Adet| z;
Zi+1 Zi+1
Zn Zn

wegen der Linearitdt der Determinanten in der i-ten Zeile. Wegen i # j hat die Matrix des zweiten
Summanden zweimal den Zeilenvektor z;. Nach b) muss sie deshalb Determinante 0 haben und damit
folgt c). O

3.5 Beispiel. Wir benutzen Proposition 3.4 um eine Determinante mit Hilfe des Gauss-Algorithmus
zu berechnen

0 1 1 1 3 -1 1 -1
2 -1 1 —1
det = —det 0 b
4 1 1 1 4 1 1 1
2 1 1 0 2 1 1 0
2 -1 1 -1 2 -1 1 -1
o [1] 1 1 (=3) 7+(=2 o 1 1 1
e ]< 1D
0 3 -1 3 N 0 0 —4 0
0 2 0 1 N 0 0 -2 —1
2 -1 1 -1 2 —1 1 -1
0 1 1 1 0 1 1 1
= 4det = 4det
34.4) 0 0 0 2 00 1 0
0 0 -2 —1 J+ 0 0 0 -1

—4.2.1-1-(-1)=-38

3.6 Proposition. Sei A € M(nxn,K) von der Form A = (AO' fz) mit A; € M(n; x n;,K) und ny+ny =
n,B € M(ny x ny,K), dann gilt
det(A) = det(Al) det(Az).

Beweis: Mit Zeilenoperationen wie aus dem Gauf3-Algorithmus kann man (A;B) auf Zeilenstufen-
form bringen und erhilt

/ !
all .« e aln]
0o . : |B
/
0 - 0 a4,

mit B € M(ny X ny,K). Dabei muss man nur Zeilenoperationen aus Proposition 3.4 b) und ¢) machen
und mit Proposition 3.3 folgt

det(A;) = (—I)N'a'“aln'--a'

nny?
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wobei N; die Anzahl Zeilenvertauschungen ist. Analog kann man A, auf die Form

/ /
an|+l,n1+1 anl—l—l.,n

0

und somit gilt

det(Az) = (_1)N2an1+1«,”1+1 v 'arll,m

wobei N, wiede die Anzahl Zeilenvertauschungen ist. Wenn man dieselben Operationen auf die ganze
Matrix A anwendet, erhilt man

/
all al,nl

0 - : B’

ni,n
l l a/ DY e a/ ’
ny+1,n;+1 ni+1,n
0 .
/
0 0 a

wobei N| + N, Zeilenvertauschungen vorkommen. Also gilt

det(A) = (—1)M* Vgl !

nn

Setzen wir alles zusammen, folgt

det(A) = (=1)Md}y - -apy - (=1)Vd), 1o dy, = det(Ar) det(Ay)

nyny

und damit die Behauptung. O

3.7 Beispiel. Gegeben seien Ay,...,4, € K. Wir wollen die Gleichung

M A An
det | . . = I1 A—x)
: : : 1<i<j<n
A’ln_l Aél—l Ar:z—l

zeigen. Diese berithmte Determinante heit Vandermondsche Determinante und wird oft gebraucht.

Wir beweisen dies per Induktion iiber n. Der Induktionsanfang n = 1 ist trivial, da das Produkt iiber
die leere Indexmenge per Konvention als 1 erklért wird.

Induktionsschritt n — 1 — n: Nach Proposition 3.4 lassen folgende Zeilenoperationen die Vander-
mondsche Determinante invariant:

n-te Zeile —A;(n—1) Zeile, (n— 1) Zeile —A; - (n —2)-te Zeile, ..., 2 te Zeile —A; 1. Zeile.
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Also gilt:
1 o 1 1 1 . 1
M A 0 - A=A
det . . =det| . . .
Al 0 2200 —2) - A2 M)
A=A - A — A
= 1-det : :
2,;_2(&2—),1) e A2 (A —A)
1 - 1
o o Ay
=A—A1) (A —Ay) - det : :
)LG'—Z . 1”‘_2
S(ho=t)-(a=t) TT Q=2)= ] -4
2<i<j<n I<i<j<n
Dies zeigt den Induktionsschritt und per Induktion folgt die Behauptung. O

4. Adjungierte Matrix

In diesem Abschnitt werden wir sehen, wie die Determinante einer n x n-Matrix mit den Determinan-

ten ihrer (n— 1) X (n— 1)-Teilmatrizen zusammenhingt. Das fiihrt auf die adjungierte Matrix, die fiir

die Losung inhomogener linearer Gleichungssysteme und fiir die Inverse einer Matrix wichtig ist.
Wie immer bezeichne K einen Korper. Weiter sei A € M (n x n,K).

4.1 Definition. Fiir 1 <i, j < n definieren wir A;; € M(n x n,K) durch

ayg o a1 0 a0 ar,
a1y o a1 0 aic1 1 o Gicip

Ajj= 0o ... 0 1 0 0
aiv11 0 Giv1j—1 0 gy o Girig

an 1 te An,j—1 0 Ap,j+1 te nn

und A}; € M((n—1) x (n—1),K) durch Streichen der i-ten Zeile und der j-ten Spalte von A:

a - arj-1 aij+1 o Qg
PR e B e N B N
Y Aip1,1 Qi1 Gipl el Qiglg
dn,1 ter An,j—1 A, j+1 T Ann
4.2 Lemma. Wenn ay,...,a, die Spalten der Matrix A bezeichnen, dann gilt

det(Aij) = (—l)iJrjdet(A;j) = det(al,.. S Aj—1,€i,Aj4 15 - ,an).
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Beweis: Durch i — 1 Zeilenvertauschungen und j — 1 Spaltenvertauschungen erhalten wir

10 --- 0
itj 0
det(A,'j) = (—1) det m
: ij
0
nach Proposition 3.4 b). Mit Hilfe von Proposition 3.6 folgt die erste Behauptung. Fiir k # j subtra-
hiert man von der k-ten Spalte der Matrix (ay,...,a 1€y Ajt 1y ,a,) des aj-fache der j-ten Spalte
(= e;) und erhilt die Matrix A; ;- Nach Proposition 3.4 ¢) éndert sich dabei die Determinante nicht,
d.h.
det(al,...,aj,l,ei,ajﬂ,...,an):det(Aij). ]
4.3 Definition. Wir nennen det(A;;) den Cofaktor zu (i, j) und
A% = (det(A

/i))lgign,lgjgn S M(n X n,K)

hei3t die zu A adjungierte Matrix. Beachte, dass sie transponiert ist zur Matrix der Cofaktoren, da
i ].
4.4 Theorem. Es gilt A A =A-A% =det(A)-E,
Beweis: Wir berechnen den (i, k)-ten Eintrag von A% - A:
n n
(Aad ’A)i7k = Z det(Aj,-) “Ajk = Z ajkdet(al yoensAim1,€),Qjt ]y ,an)
j=1 j=1

=det(ay,...,a;_1, Zajk'ej,a,-ﬂ,...,an)
J=1
=det(ay,...,ai1,ax,aiy1,...,a,)

Wenn i = k, dann ist das gleich det(A). Falls i # k ist dies nach 2.13 gleich 0. Dies zeigt A% - A =
det(A) - E,,. Benutzt man dies fiir A’ statt A und die triviale Gleichung (A")%¢ = (A%)! erhalten wir:

(A%). A" = det(A") - E,

Mit V.1.19 folgt:

(A-AY = det(A") - E, = det(A) - E,.
Erneutes Transponieren liefert A - A% = det(A) - E,. Dies zeigt die Behauptungen. O
4.5 Korollar. Man hat folgende Entwicklung der Determinante nach der j-ten Spalte:

n
det(A Za” ~det(A;;) = Y (= 1) - a;jdet(A])).

i=1

Damit lisst sich die Determinante der n x n-Matrix A aus den Determinanten der (n—1) x (n—1)
Matrizen Aj; berechnen.

Beweis: Die erste Behauptung ist die Auswertung von Theorem 4.4 im Eintrag (j, j) und die zweite
Behauptung ergibt sich aus Lemma 4.2. O

4.6 Korollar. Falls A € GL(n,K), dann gilt A~" = det(A)~! - A%,

Beweis: Da A invertierbar ist, gilt det(A) # 0. Dies folgt aus dem Matrixanalogon von Proposition
2.18. Also folgt Korollar 4.6 direkt aus Theorem 4.4. 0
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4.7 Beispiel. Sei A = (}1). Dann ist det(A},) = 3, det(A},) = 2, det(A},) = 1, det(A%,) = 1 und
damit mit den Vorfaktoren (—1)"*/ und Transponieren: A%’ = ( 3, 7'). Nach Korollar 4.6 gilt A~ =
det(A)~'- (3, 7") = (2, 7') daoffenbar det(A) = 1. Dies beendet Beispiel V.2.4

4.8 Korollar (Cramersche Regel). Sei A € GL(n,K) und b € K". Dann hat das lineare Gleichungs-
system A -x = b genau eine Losung A € K". Es gilt

li = (det(A))il -det(a1 e ,ai_l,b,alur] R ,an),
wobei aj den j-ten Spaltenvektor von A beschreibt fiir j =1,...,n.

Beweis: In Korollar V.3.6 haben wir gesehen, dass A = A~'b die einzige Losung ist. Nach Korollar
4.6 ist der (i, j)-te Eintrag von A~! gleich

det(A)_l -det(Aﬁ) = det(A)_l -det(al,...,ai,l,ej,aiﬂ,...,an)

Lemma 4.2

Es folgt:

A= (A_lb)i = Z det(A)_l -det(al,. ey @i—1,€,Ait ], - ,an) 'bj
Jj=1

n
= det(A)_l -det(ay,...,a;i-1, Z bjej,aiyy,... ,dn)
i=1

J
N——

:det(A)_]-det(al,...,a,-,l, b ,aiH,...,an). ]

Wir geben noch 3 interessante Resultate ohne Beweis an. Fiir 1 < r < n betrachten wir folgende
Verallgemeinerungen der Entwicklungssatzes nach der j-ten Zeile (Korollar 4.5).

4.9 Theorem. Es ist

det(A)= Y pu-det(a)i<icy, - det(an) 1<k<n,
H C{l,...,n}, JjeH IcH¢
|H|=r

wobei H® das Komplement von H in {1,...,n} beschreibt und py = (—1)", mit v := |{(h,}) €
HXxH|h>Nn}|

Beweis: Siche [Bo] Abschnitt 4.5, insbesondere Theorem 4.5.7. O

Es gilt auch folgende Verallgemeinerung des Determinanten-Multiplikationssatzes (Proposition
2.19).

4.10 Theorem. Es sei m <nund A,B € M(m x n,K). Dann gilt

det(A-B)= )  det(An)-det(By),
H C{1,...,n},
|H|=m

wobei det(Ay) der m-reihe Minor von A ist gegeben durch

det(Ay) := det(a;;)1<i<m,
jeH

Beweis: [KoMi, §34] oder [Fi, 3.3.7]. O

4.11 Bemerkung. Im Spezialfall A = B nennt man det(A - A”) die Gramsche-Determinante. Falls
K = R, dann ist das Volumen des Parallelotops aufgespannt durch die m Zeilenvektoren von A
gleich det(A - A")'/2 (siche [Bo, Korollar 7.2.10]). Wenn m = n, dann ist das Volumen gleich (det(A) -

det(A")) " = |det(A)].
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Kapitel VII.

Eigenwerte

1. Erganzungen zu Polynomen und Determinanten

Wir werden im diesem Abschnitt die algebraische Grundlagen iiber Polynome erweitern im Hinblick
auf die Anwendungen in diesem Kapitel. Wir hatten in Abschnitt I1.3 den Ring der Polynome K|x]
studiert. Als wichtigste Eigenschaft hatten wir die Polynomdivision und das Abspalten von Null-
stellen. Jetzt wollen wir zuerst das Studium der Nullstellen fortfithren, ihre Multiplizitidt und den
Fundamentalsatz der Algebra ohne Beweis formulieren. Dann werden wir Polynome in mehreren Va-
riablen mit Koeffizienten in einem kommutativen Ring R einfithren. Wir werden sehen, dass sie einen
kommutativen Ring bilden. Allerdings steht uns nun die Polynomdivision nicht mehr zur Verfiigung.
Wir benutzen diesen Abstecher in die Algebra um Determinanten von quadratischen Matrizen mit
Eintridgen in R zu definieren. Um zu zeigen, dass sie dieselben Eigenschaften haben wie im Fall der
Korper K, betrachten wir die Koeffizienten als Variablen und erhalten universelle Formeln, die auch
gelten, wenn man Ringelemente einsetzt.
In diesem Abschnitt ist K ein Korper und R ein kommutativer Ring.

1.1 Proposition. Sei p(x) € K[x]\ {0} und a € K. Dann existiert genau ein q(x) € K[x| mit g(a) # 0
und ein m € N so, dass gilt:

px) = (x—a)"-q(x)

Beweis: Existenz: Wenn p(o) # 0, setzen wir g := p. Wenn p(a) = 0, dann spalten wir die Nullstelle
o ab (Korollar I1.3.12) und erhalten p(x) = (x — &) p; (x). Dann wiederholen wir das Verfahren fiir p;
statt p, usw. Das Verfahren bricht spitestens nach d := deg(p) Schritten ab, weil dann p,; € K\ {0}.
Eindeutigkeit: Sei p(x) = (x — a)" - r(x), mit r(¢t) # 0 eine weitere Darstellung. OBdA sei m > n.
Wegen der Eindeutigkeit der Polynomdivision (Theorem I1.3.11) ergibt sich (x — o))" " - g(x) = r(x).
Wegen r(a) # 0 folgt n = m und somit g(x) = r(x). O

1.2 Definition. Wir nennen die Zahl m aus Proposition 1.1 die Multiplizitiit oder die Vielfachheit
der Nullstelle o von p(x).

1.3 Bemerkung. Die Multiplizitit m darf auch 0 sein. Das bedeutet, dass « keine Nullstelle von p(x)
ist. Wenn m > 2 ist, dann sprechen wir von einer mehrfachen Nullstelle.

1.4 Korollar. Sei p(x) € K[x]\ {0} mit deg(p) = d. Dann gibt es hichstens d verschiedene Nullstellen
in K, die wir mit o, ..., o bezeichnen. Wenn my, . .., m, ihre Multiplizitditen sind, dann gilt

plx) = (x—an)™ - (x — &)™ - g (x)

fiir ein eindeutig bestimmtes Polynom q(x) € K|x] ohne Nullstelle in K.

Beweis: Klar durch sukzessives Anwenden von Proposition 1.1. Die Eindeutigkeit von g(x) ergibt
sich aus der Eindeutigkeit der Polynomdivision (Theorem I1.3.11). O

1.5. Es kann passieren, dass p(x) iiberhaupt keine Nullstelle in K besitzt, z.B. hat p(x) = x> + 1 keine
Nullstelle in R. Denn &? + 1 > 1 fiir alle reelle Zahlen o. Optimal ist der Fall wenn in Korollar 1.4
deg(gq) = 0 gilt. Dafiir benutzen wir folgende:
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1.6 Definition. Wir sagen, dass p(x) € K[x]| \ {0} vollstiindig in Linearfaktoren aus K[x] zerfillt,

wenn
px) = aulv— )™ -+ (x— )"

gilt fiira; € K, m; > 1,...,m, > 1 und verschiedene ¢, ..., € K.

1.7 Bemerkung. In obiger Definition ist klar, dass a,...,, alle Nullstellen von p(x) in K und

my, ...,m, ihre Multiplizititen sind.

Durch Ausmultiplizieren sehen wir, dass a; der hochste Koeffizient von p(x) ist, d.h. p(x) =
Z?:o a;x' mit az # 0 der konstante Faktor aus Definition 1.6.

1.8 Theorem (Fundamentalsatz der Algebra). Jedes komplexe Polynom vom Grad > 1 hat min-
destens 1 komplexe Nullstelle.

Beweis: Mit Hilfe des Satzes von Liouville wird in der Funktionentheorie ein sehr eleganter Beweis
gegeben (Analysis III oder [Ahlfors]). Fiir einen Beweis mit Analysis I siehe [Gu, Satz 5.4.10]. [

1.9 Korollar. Jedes Polynom p(x) € C[x] \ {0} zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren iiber Clx].

Beweis: Nach Korollar 1.4 gilt p(x) = (x — o)™ --- (x — &) ¢(x) mit g(x) ohne Nullstelle in C.
Nach dem Fundamentalsatz der Algebra muss ¢g(x) ein konstantes Polynom sein. Das zeigt die Be-
hauptung. O

1.10 Beispiel. Ein komplexes Polynom zu faktorisieren ist im Allgemeinen schwierig, da es fiir
deg(p) > 5 keine Formel gibt. Meistens sind die Aufgaben aber so gemacht, dass man Nullstellen
raten kann, wie im Beispiel:

p(x) =x*+x° - 3% —4x—4.

Wenn es bei einem Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ganzzahlige Nullstellen gibt, dann folgt
leicht mit Polynomdivision, dass diese Nullstellen Teiler von ag sind. Wir probieren zuerst +1, aber
dies sind keine Nullstellen. Dann sehen wir p(2) = 0. Abspalten von o = 2 liefert

=3 —dr—d = (x—2) (X 4+ 362 +3x+2).

Nun ist 2 keine Nullstelle von x> +3x% + 3x+ 2, aber o, = —2 ist eine Nullstelle. Abspalten von —2
liefert:
43243 +2 = (x4+2) (P +x+1).

Mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen folgt

—1+/1-4 —1++/-3 1 V3.
Bp=y T2~ a2t

In Q oder R sieht die Faktorisierung von p(x) aus Korollar 1.4 folgendermaBen aus
px) = (x—=2)(x+2)( +x+1).
Falls K = C, zerfillt p(x) vollstindig in Linearfaktoren aus C|x].

1 V3, 1 V3.
plx) = (x=2)(x+2)(x+ 5 = i) (r+ 5 + ).
1.11 Definition. Es sei F' ein Korper. Dann heifit E C F Teilkorper von F, falls E mit der Addition

und Multiplikation von F selbst ein Korper ist. ' heifit dann Korpererweiterung von E.

Zum Beispiel ist R eine Korpererweiterung von Q und C ist eine Korpererweiterung von R und so-
mit auch von Q (siehe Satz I1.2.14). Mit Hilfe von Korollar 1.9 kann man folgendes Korollar beweisen
(siehe Aufgabe 15.1).
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1.12 Korollar. Sei p(x) € R[x] \ {0} und seien a,..., 0, die verschiedenen reellen Nullstellen von p
mit den Multiplizititen my,...,m,. Dann gibt es paarweise verschiedene Polynome qy,...,q; € R|x]
vom Grad 2 ohne reelle Nullstelle und ny, ... ,ng € N\ {0} mit

p(x) = (x—ou)™ - (x— )" g1 (x)" - - gs(x)™.
1.13 Korollar. Jedes reelle Polynom von ungeradem Grad hat mindestens eine reelle Nullstelle.

Beweis: Mit Korollar 1.12 folgt:
deg(p) =mi+---+my+2n;+---+2ny

Links steht eine ungerade Zahl, also gibt es mindestens eine reelle Nullstelle. Einen weiteren Beweis
findet man in der Analysis mit Hilfe des Zwischenwertsatzes. O

Nicht jeder Korper ist Teilkorper von C z.B. ist Z/pZ (p Primzahl) sicher kein Teilkorper von C.
Dennes gilt 1 4---+ 1 =0in Z/pZ. Dann man trotzdem eine Faktorisierung in Nullstellen hat, zeigt

p-mal

folgendes:

1.14 Theorem. Sei p(x) € K[x]\ {0}. Dann gibt es eine Kirpererweiterung L von K so, dass p(x)
vollstindig in Linearfaktoren aus L|x| zerfdllt.

Beweis: Wird in der Algebra bewiesen, siehe [Gu, Satz 5.4.5]. ]

1.15. Beachte, dass L von der Wahl des Polynoms p(x) abhingen kann. Es ist aber richtig, dass
es eine Korpererweiterung F von K gibt, so dass jedes Polynom p(x) € F[x]\ {0} vollstindig in
Linearfaktoren aus F[x] zerfillt, analog zu C. So ein Korper F heift algebraisch abgeschlossen. Die
Existenz von F ist viel schwieriger als die von L zu zeigen und F wird im Allgemeinen auch viel
grofler sein als L (siche Algebra I).

1.16 Definition. Wir definieren die Determinante fiir eine n x n-Matrix A = (;;) mit Eintrdgen aus
einem kommutativen Ring R als

det(A) = Z Sign(ﬂ:)an(l)l “Ar(n)n
wES,

analog zur Definition VI.2.3 im Korperfall. Fiir diese Determinanten im Fall eines kommutativen
Rings gelten dieselben Eigenschaften wie in § V1.3 und §VI.4. Man muss nur aufpassen bei der Divi-
sion und deshalb ist Bedingung det(A) # 0 jeweils zu ersetzen durch det(A) € R*.

Fiir die Begriindungen werden wir einen Abstecher in die Algebra machen. Wer sich nicht dafiir
interessiert, kann direkt zu Abschnitt 2 weitergehen.

1.17 Definition. Ein Ringhomomorphismus ist eine Abbildung ¢: R; — R, zwischen Ringen so,
dass fiir alle a,b € R; gilt:

pla+b)=9(a)+ o), ¢a-b)=09(a) ¢b) Aop(l)=1

1.18. Wir konnen auch Polynome in der Variablen x mit Koeffizienten im kommutativen Ring R
betrachten. Analog zu I1.3 bilden sie einen kommutativen Ring.

Wir nehmen nun an, dass R ein Teilring eines beliebigen Ringes S ist, d.h. R C S und die Addi-
tion, Multiplikation und das Einselement stimmen auf R iiberein. Fiir jedes & € S haben wir einen
Einsetzungshomomorphismus

Py Rix] = S, p(x) — p(a).

Wie in Proposition I1.3.8 beweist man, dass &, ein Ringhomomorphismus ist.
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1.19. Wir definieren nun den Ring R[xj,...,x,] der Polynome in den Variablen xi,...,x, rekursiv.
Der Fall R[x;] ist in 1.18 behandelt worden. Wir nehmen nun rekursiv an, dass R,—1 := R[x,...,X;—1]
schon definiert wurde und sehen

Rlx1,...,Xn] := Ry—1[Xu].

Nach 1.18 ist dies ein kommutativer Ring. Neben der rekursiven Darstellung

p-xlv -5 X ZP] X1, xn—l)xfl
mit p; € Rlxy,...,x,—1], kénnen wir auch durch ausmultiplizieren die explizite Darstellung
mj My .
_— ] .}’l
p(x1,... X)) = Z Z Aj...j Xy X
jl:1 jn:1
mitaj,...;, € R. Wenn R ein Teilring eines kommutativen Ringes § ist, dann haben wir fiir o, ..., 0, €S

ein Einsetzungshomomorphismus
Doy ot Rlx1, .. x0] = S, plx,...,xy) = plan,...,on) = Zajl...jnalj‘ e

Da @y, ... ¢, die Verkniipfung von Einsetzungshomomorphismen

@,
Rlxi,...,xy] = Rlx1, . Xn—1][xn]) —= S[x1, .., x0—1] = S[x1, -+ x0—2] [Xn—1]
Dy

n—1 q>a2 q)al

S

Slxi]

ist, muss ®q, o, auch ein Ringhomomorphismus sein.

1.20. Wir haben einen natiirlichen Ringhomomorphismus p: Z — R, definiert durch

p(n):=1+---+1 A p(—n):=—p(n)

n-mal

fiir n € N. Die Ringaxiome zeigen tatsichlich, dass dies ein Ringhomomorphismus ist. Wir kénnen p
erweitern zu einem Ringhomomorphismus

Pn: Zx1,. .. x0] = R[x1,. .., Zah, jnxl xJ"n—>Zp aj, ... ]n)x{'--'x{;"

1.21 Lemma. Seien Sy, ...,S, unendliche Teilmengen des Korpers F und es seien p,q € Fxy, ... ,X,]
mit p(Qy,...,0,) =q(ay,..., o) firalle (ay,...,o,) €Sy X - x S,. Dann gilt

p(xr, . xn) = q(x1,. .0 xn).
Beweis: Mit Induktion iiber n. Der Fall n = 1 folgt sofort aus Korollar 1.4.
Ja— 1 n* Seijetzt n > 2. Es gilt

p X150y X ij X1, Xn_l)X£ A q X1yeeey X qu X1,

fur geeignete pj,q; € K[x1,...,x,-1], die auch Null sein diirfen. Wir wihlen (o,...,0,-1) € S1 X
-+ X Sy—1, dann gilt
p(OCl, R Otnfl,xn) = q(OCl, ceey (anl,xn)
nach dem Fall n = 1, da die Gleichheit nach einsetzen aller ¢, € S, gilt. Also folgt
pj(al,...,an,l) :q]‘(Otl,...,(anl)
fir alle (ay,...,0,-1) € S X --- X S,_1. Nach dem Induktionsannahme gilt
pj(xl)"'axnfl) — Clj(xl’-'-axn—l)

fir j=0,...,mund damit p(x,...,x,) = q(x1,...,X,). O
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1.22 Proposition. Sei ¢: R — S ein Homomorphismus kommutativer Ringen, A = (a;j) € M(n x n,R)
und Q(A) := (¢(aij)). Dann gilt det(¢(A)) = @(det(A)).

Beweis: Klar aufgrund der Definition der Determinante und der Homomorphismuseigenschaft. [
1.23 Proposition. Fiir A,B € M(n x n,R) gilt det(AB) = det(A) det(B).
Beweis: Wir betrachten die Eintridge der Matrizen als Unbekannte, d.h. wir betrachten
X = (xij)1<ij<n,Y := (yij)i<ij<n € M(n X n,, Z]xij, yijli<i.j<n)-
Wir zeigen zuerst
det(X -Y) =det(X) - det(Y). (VIL1)

Dies ist eine Gleichung von zwei Polynomen in 2n? Variablen und Koeffizienten von Z. Da Z ein
Teilring von Q ist, konnen wir (VIL.1) auch in Q[x; > Vi j]lg," j<n beweisen. Nach Proposition V1.2.19
gilt (VIL.1), wenn wir rationale Zahlen in die Eintrdge der Matrix einsetzen. Also folgt (VIL.1) aus
Lemma 1.21. Nun benutzen wir den Ringhomomorphismus ¢, definiert als Verkniipfung der Homo-
morphismen
Pon Pa,
Zlxij,yiih<i jen = Rxiz,yijli<ijon — R
aus 1.19 und 1.20. Weil wir die Matrizen A, B fiir X und Y einsetzen, erhalten wir ¢(X) = A und
¢(Y) = B. Mit Proposition 1.22 folgt
A-B) = X)-o(Y)) = X)-det(Y)) = XY
det(4-B) = det((X) - (1)) = p(det(X) -det(¥)) = ¢ (det(xY))
=det(@(XY)) =det(@(X)@(Y)) = det(A-B)

wie gewlinscht. O

1.24 Bemerkung. Mit derselben Technik kann man zeigen, dass alle Eigenschaften der Determinante
aus VI.3 und VI.4 fiir beliebige kommutative Ring R gelten (auler Bemerkung VI1.4.11, die nur fiir
R gilt). Man ersetzt dabei immer die Eintrige der Matrizen durch Unbekannte und zeigt dann die
entsprechende polynomiale Gleichungen in mehreren Variablen mit Hilfe von Lemma 1.21 aus dem
entsprechenden Resultat fiir K = Q.

1.25 Korollar. Fiir A€ M(n x n,R) gilt: A € GL(n x n,R) <= det(A) € R*.

Beweis: ,,—* 3B € M(n x n,R) mit AB = E,, == det(A) det(B) = det(AB) = 1, d.h. det(A) € R*

»<=" Aus der Verallgemeinerung von Theorem VI1.4.4. O

2. Eigenwerte und Eigenvektoren

Ein Eigenvektor eines Endomorphismus ¢ wird durch ¢ gestreckt (oder gestaucht). Er hat damit eine
ausgezeichnete geometrische oder physikalische Bedeutung. Besonders einfach sind solche ¢, die
eine Basis aus Eigenvektoren haben. Man nennt sie diagonalisierbar. In diesem Abschnitt kiimmern
wir uns um die Grundlagen, weiterreichende Resultate betrachten in den folgenden Abschnitten. Wie
immer ist K ein Korper, V ein K-Vektorraum und ¢ € Endg (V).

2.1 Definition. Wir nennen A € K einen Eigenwert von ¢, wenn es ein v € V'\ {0} gibt mit @(v) =
A -v. So ein Vektor v heiBt Eigenvektor zum Eigenwert A.

2.2 Beispiel. Falls dim(V) = 1, dann ist jedes v € V' \ {0} eine Basis von V. Fiir ¢ € Endg(V) gibt
es somit ein A € K mit @(v) = A -v. Offenbar gilt dann ¢ = A -idy, weil jeder Vektor aus V ein
Vielfaches von v ist. Fazit: Jeder Vektor aus V \ {0} ist Eigenvektor zu diesem Eigenwert A.
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2.3 Beispiel. Es sei ¢ = ¢4 € Endg(R?) fiir A = (Cos(a) 7Sin(a)) mit o € R. Aus der Geometrie

sin(a) cos(or)
wissen wir, dass @4 die Drehung im Ursprung (8) € R? um den Winkel « ist. Falls a # 0,7 mod
27w, dann gibt es keine Eigenwerte und keine Eigenvektoren. Falls & = 0 mod 27, dann ist ¢ = id
und damit ist A = 1 der einzige Eigenwert und jedes v € V' \ {0} ist Eigenvektor zum Eigenwert 1.
Falls a = w mod 27, dann ist ¢ = —id die Punktspiegelung am Ursprung und A = —1 der einzige
Eigenwert. Wieder ist jedes v € V' \ {0} ein Eigenvektor zum Eigenwert —1.
ZABdeLEmawszGEmMRﬂﬁkA:<MW)mm))mﬁaeRikgm

sin(a) —cos(a)
a= (e )50,

Q= (p<cos(a) 7Sm(a)> o (p<1 0 ) = (Drehung um ) o (Spiegelung an der x-Achse)

sin(ot) cos(a) 0-1

Also gilt:

Aus der Geometrie weils man, dass die Drehung um o gleich dem Produkt von 2 Geradenspiegelungen
Oy, Og, an Achsen ay,a; durch O ist. Dabei ist die Lage der Achsen unerheblich, sie miissen nur den
Winkel ¢/2 in (g) einschlieBen. Wir legen a; auf die x-Achse und erhalten:

a

a/2
/ aj x-Achse ¢ = Og, © Og, © Ox-Achse

Weil eine Spiegelung idempotent ist, d.h. 6> = id, muss ¢ die Spiegelung an der Achse a, sein. Damit
sind die Eigenwerte von ¢ gleich 1 und —1. Die Eigenvektoren zum Eigenwert 1 (bzw. —1) sind alle
von 0 verschiedenen Vektoren auf a; (bzw. senkrecht zu a;).

2.5 Proposition. Wir betrachten Eigenvektoren vy,...,v,, von @ beziiglich paarweise verschiedenen
Eigenwerten Ay, ..., Ay. Dann sind vy, ..., vy, linear unabhiingig. Insbesondere hat ¢ hichstens n .=
dim(V') verschieden Eigenwerte.

Beweis: Mit Induktion nach m. Induktionsanfang: m = 1: Klar, weil jeder Eigenvektor verschieden
von 0 ist. Induktionsschritt: ,,m— 1 — m* Es sei m > 2: Wir nehmen an, dass

oV + -+ 0V, = 0. (VIL.2)

fiir ay,..., 0, € K. Wenden wir ¢ auf (VIL.2), bzw. multiplizieren wir (VIL.2) mit A,,, dann erhalten
wir
QA vy + 0 dovy + -+ 0y A Vi =0 (VIL3)

AnOV1 + A 00 v2 + -+ + Ay OV = 0 (VIL4)
Subtrahieren wir (VII.4) von (VIL.3), so erhalten wir

0 (A1 — Ap)vi+ oA — Ap)va + -+ + O 1 (A—1 — App)Vi—1 =0

Weil die Eigenwerte paarweise verschieden sind, gilt A; — A,, # O fiir alle i € {1,...,m — 1}. Nach

Induktionsannahme miissen vy, ..., v, linear unabhéngig sein und somit gilt &y = --- = 04— =
0. Aus (VIL2) folgt oy,v,, = 0. Weil v,, # 0, muss auch &, = 0 sein. Also sind vy,...,v,, linear
unabhingig. Mit vollstiandiger Induktion folgt die Behauptung. 0
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2.6 Definition.  (a) Fiir A € K sei V) :=ker(¢ — A -idy) der Eigenraum zu A.
(b) Wir nennen ¢ € Endg (V) diagonalisierbar, wenn V eine Basis aus Eigenvektoren von ¢ hat.

(c) Die Matrix A € M(n x n,K) heifit diagonalisierbar, wenn sie dhnlich ist zu einer Diagonal-
matrix D, d.h. zu einer n x n Matrix der Form

A 0 - 0
D= 0 A

e 0

0 - 0 A,

mit allen A; € K.

Zu diesen Definitionen bemerken wir folgendes:

In (a) ist A genau dann ein Eigenwert, wenn V) # {0} gilt. Dann ist V; \ {0} die Menge der
Eigenvektoren zum Eigenwert A. Weiter ist aufgrund der Definition von V; als Kern einer linearen
Abbildung klar, dass V) ein Unterraum von V ist.

Zu (b) und (c) werden wir in Theorem 2.9 sehen, dass A genau dann diagonalisierbar ist, wenn @4
diagonalisierbar ist. Wir haben in V.1 gesehen, dass n x n Matrizen die Ubersetzung von Endomor-
phismen bzgl. einer gewihlten Basis von V sind. Dabei sei betont, dass wir bei einem Endomorphis-
mus nur eine Basis wihlen, weil der Definitionsbereich und der Wertebereich gleich sind.

2.7 Korollar. Sei ¢ € Endg (V) und n:=dim(V) < . Falls ¢ n verschiedene Eigenwerte hat, dann
ist @ diagonalisierbar.

Beweis: Es seien Ay,...,4, n verschiedene Eigenwerte von ¢. Nach Definition gibt es dazu Eigen-
vektoren vy, ..., v,, d.h. @(v;) = Av; fiir i = 1,...,n. Nach Proposition 2.5 sind v, ..., v, linear unab-
hingig. Weil n = dim(V'), muss vy,...,v, eine Basis von V sein (Proposition IV.3.11). L]

2.8 Lemma. Es sei ¢ € Endg (V) und W der von allen Eigenvektoren von @ erzeugte Unterraum von
V. Dann gilt
W=,
A

wobei A iiber alle Eigenwerte von @ liuft und V), der Eigenraum zu A ist.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass V endlich dimensional ist. Das ist auch der Fall, der fiir unsere
Anwendungen relevant ist. Nach Definition ist W erzeugt von J; gw V2 \ {0}: Also enthdlt W den
Unterraum Y, gw V), 2 Uy V), \ {0}. Weil W aber der kleinste solche Unterraum ist, gilt

W=YV,.
A

Wir miissen zeigen, dass die Summe von Unterrdaumen auf der rechten Seite eine direkte Summe ist.
Sei v =Y, v;, wobei A iiber alle Eigenwerte von ¢ lduft und v, € V), ist. Um die Behauptung zu
zeigen, miissen wir beweisen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Sei also v = Y3 v/} eine weitere
solche Darstellung. Dann gilt

0=Y (4 —w). (VILS5)
A

weil die Eigenrdume als Kern von linearen Abbildungen Unterrdume von V sind, gilt v}, —v; € Vj.
Nach Proposition 2.5 sind Eigenvektoren linear unabhingig. Da jedes v —v; # 0 ein Eigenvektor
ist, wiirde (VILS5) Proposition 2.5 widersprechen. Also folgt v, =/ fiir alle Eigenwerte A und damit
die Behauptung. Falls V unendlich dimensional ist, geht der Beweis analog. Man muss nur aufpassen,
dass bei Summen Y, v; immer nur endlich viele Vektoren v, # 0 zu setzen. O
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2.9 Theorem. Fiir den Endomorphismus @ des endlich dimensionalen K-VektorraumsV sind folgen-
den Aussagen dquivalent:

a) o ist diagonalisierbar;

b) V ist die Summe der Eigenriiume V), zu den Eigenwerten A;

¢) V ist die direkte Summe der Eigenriume V) zu den Eigenwerten A;
d) dim(V) =Y, dim(Vy ), wobei A iiber alle Eigenwerte liiuft;

e) ¥ Basen von'V ist die Matrix A(Q) zu ¢ diagonalisierbar;

f) 3 Basis von'V so, dass die Matrix A(Q) zu ¢ diagonalisierbar ist;

g) 3 Basis von'V so, dass die Matrix A(®) zu @ eine Diagonalmatrix ist.

Beweis: ,,a) = b)* Es sei ¢ diagonalisierbar, d.h. 3 Basis by,...,b, aus Eigenvektoren zu den
Eigenwerten A;,...,A4,. Firv €V gilt:
n
V= Z OCjbj
J=1
mit a; € K. Wir betrachten einen Eigenwert A aus A4,..., A, und setzen
V) = Z OCjbj
J=1,.m; A=A

Weil V), ein Unterraum ist, gilt v, € V,. Weil v Summe von solchen v, ist, folgt sofort b).
,»b) <= ¢) <= d)*“ Nach Lemma 2.8 gilt fiir W := ), V) folgendes:

W=V, (VIL6)
A

wobei A wie immer iiber alle Eigenwerte von @ liuft. Damit sieht man schon die Aquivalenz von b)
und c). Weiter folgt aus (VIL.6), dass

dim(W) = ;dim(Vl)

nach IV.3.15. Also gilt ¢) <= W = V "2 dim(W) = dim(V) <= ¥, dim(V}) = dim(V) <= d).

,,¢) = a)“ Fiir jeden Eigenwert A wihlen wir eine Basis im Eigenraum V. Setzen wir diese Basen
zusammen, erhalten wir wegen V = @, V), eine Basis von V. Da dies eine Basis aus Eigenvektoren
ist, muss ¢ diagonalisierbar sein nach Definition. Damit folgt a).

,»a) = g)“ Es sei ¢ diagonalisierbar, d.h. 3 Basis b1, ..., b, aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten
ALy ..., Ay Zu dieser Basis gilt offenbar

A0 0
0 A

Alp) = 2
0 0 A,

Dies zeigt g).
M 0
,»g) = a)“ Sei also A(@) = ( > bzgl. der Basis by,...,b,. Dann ist b; ein Eigenvektor
0 A

zum Eigenwert A; und damit ist ¢ diagonalisierbar.
,,e) = )" trivial.
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»f) = g)“ Es sei by,...,b, eine Basis so, dass A(¢@) diagonalisierbar ist, d.h. A(¢) ist dhnlich zu
einer Diagonalmatrix D. Also 35 € GL(n,K) mit

D=S-A-S\

Nun gibt es einen Basiswechsel zu der Basis b/, ..., b), so, dass S die Transformationsmatrix ist (Auf-
gabe 12.2). Dann ist D aber die Matrix von @ bzgl. der neuen Basis b, ...,b), (Proposition V.4.6).
Dies zeigt g).

,»g) = ¢)“ Sei by, ..., by, eine Basis von V so, dass die zu ¢ gehorige Matrix A(¢) eine Diagonal-
matrix ist. Weiter sei b, ...,b), eine beliebige Basis und A’(¢) die zu ¢ gehorige Matrix beziiglich
b),...,b),. Nach Proposition V.4.6 gilt

Al(p)=S-A(p)-S",

wobei S die Transformationsmatrix des Basiswechsels von by, ..., b, nach b}, ..., b], ist. Alsoist A’(¢)
dhnlich zur Diagonalmatrix A(¢). Es folgt, dass A’(¢) diagonalisierbar ist und damit e). O

21 0
2.10 Beispiel. Essei ¢: R? — R3 gegeben durch die Matrix A = ( (1) 712 12> ,d.h. @ (%) =A- (ié)

X3
Es gilt fiir alle A € R: 4 - (%) =0 (%) < (A—AE;3)- (%) = 0. Die rechte Seite ist ein homo-
genes lineare Gleichungssystem mit Parameter A und den Unbekannten x;,xp,x3. Mit dem GauB-
Algorithmus folgt.

—2—-4 1 oj -2-4 1 | 0—@n
1 —2—-A 1 0 A .y § 1 0 0]+
0 0

1 —2-2 1 —2-21 0
1 —2-2 1 0 1 —2- 1 0
~ 0 1—(24+1)2 2+A 03 0 —2—A| 0 —-(A2+42+3)
0 1 —2—-Al 0 0 —A2—41—-3 2424 | 0 <«J+

1 —2-4 1 0
~ 0 1 —-2—A| 0
0 0 p(A) | 0

wobei p(A) = (A2 +4A +3)(—2—A)+2+A =
—(24+ M) (A2 +4A +2).

Falls p(A) # 0, dann gibt es nur die triviale Losung ((8)), d.h. A ist kein Eigenwert. Falls p(A) =0,

dann hat die Zeilenstufenform den Rang 2 und damit gibt es nicht-triviale Losungen, also ist A dann
ein Eigenwert. Konkret finden wir die Nullstellen von p(A4) und damit die Eigenwerte —2,—2 +
/2 von A. Wir berechnen die zugehdrigen Eigenrdume. Beachte, dass der Eigenraum V), gerade der
Losungsraum des obigen Gleichungssystems ist.

1. Fall: A = —2: Gesucht ist der Losungsraum von

Also folgt

—X3 -1
Vo= 0 ||mseRy= < 0 >
X3 1

2. Fall: A = —2++/2: Gesucht ist der Losungsraum von

1 V2 1 |0
0 1 FV2|0.
0 0 0 |0
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Also folgt
X3 1
Voips=19 | £V2xs | |seR :< +v/2 >
X3 1

2.11 Theorem. Seien @,¢’ € Endg(V) diagonalisierbar. Dann haben @ und @' genau dann eine
gemeinsame Basis aus Eigenvektoren, wenn ¢ o @' = @' o @.

Beweis: ,,—*Sei by,...,b, eine Basis von V so, dass jedes b; ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert
A; und auch ein Eigenvektor von ¢’ zum Eigenwert A/ ist. Fiir v € V gilt

v=0oubi+---+0oyb,
fiir geeignete «y,..., 0, € K.
Qo@'(v) =9@o¢ (b + -+ ouby) = 019(¢'(b1)) + -+ 00 (¢' (bn))

=1 @(Aib1) + -+ @(Abn) = A @(b1) + -+ 0 A, 0 (by)
= (X]k{llbl +“‘+O€nl,/llnbn.

Analog gilt
@' o @(v) = o MiA{by + -+ O AnAyby.

Weil die Multiplikation von K kommutativ ist, folgt ¢ o ¢’ = ¢’ o ¢ wie gewiinscht.
,»<—" Wir nehmen an, dass ¢ o ¢’ = ¢’ o ¢ gilt. Weil ¢ diagonalisierbar ist, gilt:

V=@, (VIL7)
A

wobei A iiber alle Eigenwerte von ¢ lduft und V; der zugehorige Eigenraum ist. Fiir v € V,, gilt:

(') = ¢ (¢(v)) = @'(Av) =A¢'(v).

Damit folgt ¢'(v) € V,. Also folgt ¢'(V;) C V), fiir jeden Eigenwert A von ¢. Analog hat man fiir
jeden Eigenwert A’ von ¢’ mit zugehorigem Eigenraum V;,

V=i (VIL8)
)«/

und zeigt, dass @(V;,) C V;,. Es geniigt zu zeigen, dass V, eine Basis aus Eigenvektoren von ¢’
hat. Wenn man dann diese Basis zusammensetzt, erhilt man eine Basis von V wegen (VIL.7). Weiter
besteht dann diese Basis nach Konstruktion aus gemeinsamen Eigenvektoren wie gewliinscht. Sei
w € V). Wegen (VIL8) gilt w = Y,/ v}, fiir geeignete v}, € V;,. Es gilt

Zkvﬁl/ =Aw=09(w)= Z(p(v’l/),
A A

wobei A’ iiber alle Eigenwerte von ¢’ lduft. Da ¢(V,,) C V,, ist, muss Avy, = @(v,/) gelten aufgrund
der Eindeutigkeit der Summendarstellung in (VIL8). Es folgt v}, € V;. Also ist jedes w € V; Summe
von Eigenvektoren von ¢’. Nach Theorem 2.9 ist ¢'|y, diagonalisierbar wie gewiinscht. O

3. Charakteristisches Polynom

In diesem Abschnitt zeigen wir, wie man die Eigenwerte mit Hilfe der Determinante berechnen kann.
Dabei benutzt man die Determinante, um das charakteristische Polynom zu definieren und die Ei-
genwerte sind dann die Nullstellen dieses Polynoms. Als Anwendung geben wir ein Kriterium das
entscheidet, ob eine Matrix diagonalisierbar ist.

In diesem Abschnitt sei K ein Korper.
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3.1 Definition. Fiir A = (a;;) € M(n x n,K) definieren wir das charakteristische Polynom

n

XA()C) = Z Sigl’l(TC) H(XS”(j)aj —a,r(j)vj) S K[x]

neSs, j=1

1 fallsi=j
Dabei ist §;; := {0 falls l y j das Kroneckersymbol.
alls i # j

3.2. In VIIL.1 haben wir gesehen, dass wir die Determinante auf n x n Matrizen mit Eintrdgen in
einem kommutativen Ring verallgemeinern konnen. Das wollen wir hier anwenden, um eine einfache
Interpretation des charakteristischen Polynoms zu geben. Als kommutativen Ring benutzen wir den
Polynomring K[x]| und erhalten

xa(x) =det(x-E, —A) € K[x].
3.3 Definition. Die Spur von A € M(n x n,K) ist definiert als die Summe der Diagonaleintrdge, d.h.
Tr(A) :=ayn +ax+ -+ am.
3.4 Proposition. Die Spur ist eine lineare Abbildung Tr: M(n x n,K) — K. Weiter gilt
Tr(A-B) =Tr(B-A)
fiirA,B € M(nxn,K).

Beweis: Die Spur ist Summe von Koordinatenabbildungen beziiglich der Standardbasis von M (n x
n,K). Also ist die Spur ein lineares Funktional als Summe von linearen Funktionalen. Wir setzen
C := A - B mit Eintrégen c;;. Dann gilt

Tr(A-B) =Tr(C) = i Cij = i i ajjbji = Z aijbji.

I
—_
I
—_
~
I
—_
-
<.
=
m
—~
—
5
—
[

Analog gilt

Weil a,-jbj,- = bﬁaij gilt, folgt TI'(B A) = TI‘(A . B) ]
3.5 Proposition. Fiir A € M(n xn,K) gilt

x4(xX) = X" — Tr(A)X" ' 4+ (—1)" det(A),

2

wobei wir tiber die Koeffizienten von x" =, ... x keine Aussagen machen.

Beweis: Wir betrachten die Definition von 4 (x) aus 3.1. Wenn & € S,, verschieden von id ist, dann

gibt es mindestens zwei j € {1,...,n}. mit 7(j) # j. Wenn wir den entsprechenden Summanden zu

7 in Definition 3.1 betrachten, dann hat er Grad < n —2. Wenn 7 = id, dann ist der entsprechende
Summand in Definition 3.1 gleich

n n

H(x—ajj):x"— a;x"~' + Terme vom Grad <n—2

j=1 j=1
= x" —Tr(A)x""' + Terme vom Grad <n—2.

Also gilt:
Xa(x) = X" = Tr(A)X" + oo 2 o
Aus )
o = 24(0) = Y sign(m) [ [(—an(;),;) = (—1)"det(4)
nES, j=1
folgt die Behauptung. O

93



KAPITEL VII. EIGENWERTE

3.6 Proposition. Seien A,B € M(n x n,K) éhnlich, dann gilt x5 = X.
Beweis: Weil A und B #hnlich sind, 35 € GL(n,K) mit B=S-A-S5~!
— xg(x) =det(x-E, —B) =det(x-E,—S-A-5!). (VIL9)
Mit Proposition V.1.8 folgt
S-(xE)-S'=5-(x-SH=x-§-5'=x-E,.

Also erhalten wir
xE, —SAS™! = §(xS7!) —SAS ! = S(xE, —A)S~! (VIL10)

Wir setzen (VII.10) in (VIL.9) ein und benutzen
det(S71) - det(S) = det(S~!-S) = det(E,) = 1,
dann folgt
x5(x) = det(S- (xE, —A)-S™') = det(S) det(xE, — A) -det(S) "' = xa(x).
Also folgt die Behauptung. 0
3.7 Korollar. Ahnliche Matrizen haben dieselbe Spur.

Beweis: [.Beweis:
Tr(B) = Tr(SAS ') 2 Tr(AS'S) = Tr(A).

2.Beweis: Nach Proposition 3.6 gilt: x4 = x5. Mit Proposition 3.5 folgt Tr(A) = Tr(B). O
3.8. Es sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Wir wihlen eine Basis

by,...,b, von V, dann wird ¢ durch eine n x n-Matrix A(¢) dargestellt (siche V.1.5). Wir definieren
das charakteristische Polynom von ¢ als

Ko (%) = Xa(p)(x) = det(x- E, —A(9)) € K[x].

Da wir bei Basiswechsel dhnliche Matrizen erhalten fiir ¢ (Proposition V.4.6), ist das charakteristi-
sche Polynom x,(x) unabhingig von der Wahl der Basis definiert. Die Bedeutung des charakteristi-
schen Polynoms ergibt sich aus:

3.9 Proposition. Eine Zahl A € K ist genau dann Nullstelle von Xy, wenn A ein Eigenwert von @ ist.

Beweis: Sei A € K. Dann gilt:

Zo(A) =0 <= det(A-E, —A(9)) = 0 22 det(A -id— ) = 0
VL2152 .id— @ nicht injektiv <= ker(A -id—¢) # {0}

2% Eigenwert von ¢ O

3.10. Es sei weiter V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Fir A € K definieren
wir die geometrische Vielfachheit von A als dim(V),), d.h. als die Dimension des Eigenraums V), =
ker(A -id —¢). Die algebraische Vielfachheit von A € K ist die Multiplizitit von A als Nullstelle von
Xo(x). Wenn A keine Nullstelle ist (und dquivalent kein Eigenwert von ¢ nach Proposition 3.9), dann
ist sowohl die geometrische wie auch die algebraische Vielfachheit Null.

3.11 Proposition. Sei A ein Eigenwert von ¢. Dann gilt: 1 < geometrische Vielfachheit < algebrai-
sche Vielfachheit.
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Beweis: Nach Definition ist die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes mindestens 1. Wir wih-
len eine Basis by, ..., b, des Eigenraums V, und ergéinzen sie zu einer Basis by, ..., b, von V (Theorem
IV.2.5). Weil by,...,b, Eigenvektoren zum Eigenwert A sind, folgt

Alp) = <’1§ g)

wobei BE M(rx (n—r),K),CeM((n—r) x (n—r),K). Damit gilt

Xo(x) = det(x-id —A(@)) = det <(x _Q)Er xEn;B_ C) "2 det((x— A)E,) - det(x- E,_, — C)

=(x—A)" -det(xE,_, —C).
Also ist die algebraische Vielfachheit von A mindestens r = geometrische Vielfachheit. O

3.12 Theorem. Ein Endomorphismus @ des endlich dimensionalen K-VektorraumsV ist genau dann
diagonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom Yy (x) vollstindig in Linearfaktoren aus K|[x]
zerfdllt und die geometrische Vielfachheit jedes Eigenwertes gleich der algebraischen Vielfachheit ist.

Beweis: ,,—>“ Es sei ¢ diagonalisierbar, d.h. 3 Basis by,...,b, von V aus Eigenvektoren zu den
Eigenwerten A1,...,A,. Beziiglich dieser Basis haben wir
A 0 - 0
0 A :
Ale)=| |
e ¢
0 -~ 0 A,

und damit zerféllt das charakteristische Polynom in die Linearfaktoren
Xo(x) =det(xE, —A(Q)) = (x— A1) - (x — Ap).

Die algebraische Vielfachheit i, des Eigenwerts A ist gleich |{j|A; = A }|. Also besteht die Menge
{bj|A; = A} aus u, linear unabhingigen Vektoren in V. Somit gilt: geometrische Vielfachheit von
A =dim(V)) > u, . Mit Proposition 3.11 folgt ,,=* und damit ,,—>.

,»<—""Wir nehmen an, dass das charakteristische Polynom Y, (x) vollstandig in Linearfaktoren aus
K [x] zerfillt. Damit gilt

Zo(x) = [T (x— 1)

Aez
fiir eine endliche Teilmenge Z aus K und u; € N\ {0}. Nach Proposition 3.9 ist Z die Menge der
Eigenwerte von ¢ und p; ist nach Definition die algebraische Vielfachheit des Eigenwertes A. Wir
nehmen weiter an, dass y; auch die geometrische Vielfachheit von A ist. Dann folgt

dim(V) =n=deg(¥p(x)) = ) pa = Y dim(Vp).

Aez Aez
Aus Theorem 2.9 folgt, dass ¢ diagonalisierbar ist. O
-2 1 0
3.13 Beispiel. In Beispiel 2.10 haben wir fiirA=| 1 -2 1
0o 1 =2

det(A — AE3) = —(2+A) (A% +424 +2)
berechnet. Wenn man A durch die Variable x ersetzt, erhiilt man
xa(x) = (24—)6)()62 +4x+2).

Das Beispiel bestitigt, dass die Eigenwerte die Nullstellen von )4 (x) sind. Weil es drei verschiedene
reelle Nullstellen gibt, muss A diagonalisierbar sein. Weiter gilt

det(A) = —x4(0) = —4, Tr(A) = —6.
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4. Trigonalisierung

In diesem Abschnitt betrachten wir ¢ € Endg (V') fiir einen endlich dimensionalen Vektorraum V iiber
dem Korper K. Wir geben ein Kriterium an, wann ¢ sich durch eine obere Dreiecksmatrix darstellen
lasst bzgl. einer geeigneten Basis. Als Anwendung beweisen wir den Satz von Cayley-Hamilton.

4.1 Definition. Ein Unterraum W von V heiit ¢-invariant, wenn (W) C W.

4.2 Bemerkung. {0} und V sind die trivialen ¢-invarianten Unterrdume von V. Jeder Eigenvektor
v von @ erzeugt einen 1-dimensionalen ¢-invarianten Unterraum (v) = Kv, denn fiir w € (v) gilt
w=av,a € K, und damit

P(w) = ¢(av) = ap(v) = adv € (v).
Mit demselben Argument erkennt man, dass der Eigenraum V), @-invariant ist.

4.3 Beispiel. Wenn ¢ die Geradenspiegelung in R? an der Achse a durch den Ursprung (8) ist, dann
sind a und a' die einzigen nicht-trivialen @-invarianten Unterriume von R2.

o(v)

alt
Wenn ¢ eine Drehung ist um den Winkel & # 0 (mod 7) mit Zentrum (8), dann gibt es keine nicht-
trivialen @-invarianten Unterrdume.

4.4 Proposition. Die Summe und Durchschnitte von @-invarianten Unterrdumen sind wieder ¢-
invariant.

Beweis: Seien (W;);c; ¢-invariante Unterrdume. Fiir v € (;c; W; gilt ¢(v) € W, fiir alle i € I. Also gilt
@(v) € Nie;W; und damit ist (;c; W; @-invariant. Sei v € ¥;c;W;, d.h. v = ¥ v; fiir ein endliches
Ip CITundv;, € W,

= o) =0 ) vi)=) o)
(Lv)= Lot
ew;
Es folgt @(v) € ¥;c; W; und damit ist };c; W; @-invariant. O

4.5 Proposition. Wenn W ein @-invarianter Unterraum von V' ist, dann haben wir Endomorphismen
oW =W, w— @(w)

und

Q2 V/W = VW, V] = [o(v)].
Weiter gilt Xo(x) = Xo, (X) Xe, (X).
Beweis: Wir wihlen eine Basis by,...,b, von W und ergénzen sie zu einer Basis by,...,b, von V
(Theorem IV.2.5). Die zu ¢ gehorige Matrix bzgl. by, ..., b, hat die Form A(¢) = (%‘ AB;) mitA; €
M(rxr,K),BEM(rx(n—r),K)und A, € M((n—r) x (n—r),K), denn wegen der ¢-Invarianz von
W sind ¢(by),...,9(b,) Linearkombinationen von by, ...,b,. Mit Proposition VI.3.6 folgt

B _ x-E,—A| -B
X(P(x> —det(X'En A) —det< O ‘_x-En_r—Az >

= det(x-E, — A1) det(x- E,_, — A). (VIL11)
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Wegen @(W) C W ist ¢; wohldefiniert und wird durch die Matrix A; dargestellt. Wegen @ (W) C
W ist auch @, wohldefiniert: Sei [v] = [V/], dann gilt v—v € W und damit ¢(v) — ¢ (V') € W, d.h.

[o(v)] = [@(V)]. Da @ linear ist, ist @, linear. Offenbar ist [by] = --- = [b,] = 0 und [by+1],- - , [ba]
ein Erzeugendensystem von V /W, also, eine Basis wegen dimV /W = n —r (IV.2.10/IV.3.16). Dazu
wird ¢, durch A, dargestellt. Aus (VII.11) folgt die Behauptung. 0

4.6 Definition. Der Endomorphismus ¢ heif3t trigonalisierbar genau dann, wenn es eine Basis von
V gibt bzgl. der ¢ durch eine obere Dreiecksmatrix darstellbar ist.

4.7 Theorem. Der Endomorphismus @ ist genau dann trigonalisierbar, wenn das charakteristische
Polynom Y vollstindig in Linearfaktoren aus K x| zerfillt.

M *

Beweis: ,,—>“ Es gibt eine Basis mit A(¢) = < > obere Dreiecksmatrix wie oben. Dann gilt

0 An
Ko (x) = det(xE, —A) V27 (x— Ay) - (x— A).

Also zerfillt y,(x) vollstindig in Linearfaktoren aus K[x|.
=" Wir nehmen an, dass X, (x) vollstindig in Linearfaktoren aus K[x] zerfillt. Also

Xo(X) = (x—21) - (x— An)
mit Ay,...,4, € K, wobei n := dim(V). Wir beweisen mit Induktion nach n, dass es eine Basis von V
M *
gibt so, dass A(@) = < ) . Induktionsanfang n = 1: Dann gilt ¢ = A, -id, wobei xy(x) =x—A4,.
0 n

Induktionsschritt ,,n — 1 — n*: Sei jetzt n > 2. Weil A, eine Nullstelle von x,(x) ist, muss A; ein
Eigenwert von ¢ sein (Proposition 3.9). Sei b; ein Eigenvektor zum Eigenwert A;. Da W := (b) ein
¢-invarianter Unterraum von V ist (siche Bemerkung 4.2), induziert ¢ Endomorphismen:

o WoW,w—=oeow) A @:V/W=V/W, v o))

nach Proposition 4.5. Weiter gilt
Xo(X) = X, () - Xy (%)
Es gilt nach Induktionsanfang x, (x) = (x — A1). Mit Polynomdivision folgt

Xop(X) = (x=A2) -+ (x = An)

(siehe Theorem I1.3.11). Aus der Induktionsannahme im Fall n— 1 folgt, dass es eine Basis [b], ..., [by]
A *

von V /W gibt so, dass ¢ durch die obere Dreiecksmatrix < ) dargestellt wird. Es ist leicht

0 Ay
zu sehen, dass by, ..., b, eine Basis von V bildet. Es sei A(¢) = (a;;) die Matrix von ¢ beziiglich der

Basis by, ..., b,.
n
= ¢(bj) = Y aijbi
i=1

Aus

n

(pz([b]}) = [([)(bj)] = [i{aljb,} = Zaij[bi] blgw éaij[bj]

i=1

folgt, dass A(@2) = (aij)a<i<n; 2<j<n- Weil A(@) = (78 A(iz)) gilt und A(¢) eine Dreiecksmatrix ist,

muss auch A(¢) eine obere Dreiecksmatrix sein und dies beweist den Induktionsschritt. Mit vollstén-
diger Induktion folgt die Behauptung. O

4.8 Korollar. Jeder Endomorphismus eines endlich dimensionalen komplexen Vektorraums ist tri-
gonalisierbar.
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Beweis: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra zerfillt jedes komplexe Polynom vom Grad > 1
vollstidndig in komplexe Linearfaktoren (siehe Korollar 1.9). Mit Theorem 4.7 folgt die Behauptung.
O

4.9 Definition. Ein Endomorphismus ¢ heift nilpotent, wenn ¢* = 0 fiir ein k > 1.

4.10 Korollar. Fiir einen Endomorphismus @ des n-dimensionalen K-Vektorraums V sind folgende
Aussagen dquivalent.

a) o ist nilpotent;

b) Xp(x) =x";

0 *
¢) 3 Basis von'V so dass @ durch die Matrix A(Q) = ( :

> dargestellt wird;
0 0

d) o* =0 fiireinkc{l,...,n}.

Beweis: ,,a)=—-b)* Wir nehmen an, dass ¢ nilpotent ist. Wir beweisen b) mit verbesserter vollstin-
diger Induktion nach n. Induktionsanfang: n = 1: = @ = A -id. Weil ¢* = 0, folgt A = 0. Also folgt
¢ = 0 und damit x (x) = x. Induktionsschritt: Es sei n > 2 und wir nehmen an, dass b) stimmt fiir alle
n' < n. Wire ¢ injektiv, dann wire auch @* injektiv fiir alle k > 1. Da aber ¢* = 0 fiir ein k > 1, wire
das ein Widerspruch. Also ist ¢ nicht injektiv. Betrachte W := ker(¢@). Wegen ¢(W) = {0}, muss W
@-invariant sein. Aus Proposition 4.5 haben wir Endomorphismen

QW W, weow) A @ V/W=V/W, V- (o)

mit X () = X, (X)X, (x). Weil W = ker(@), folgt @; = 0 und x4, (x) = xmW)_ Also gilt:

Ko (x) =5 14, (x)
Es gilt dim(V /W) = dim(V) —dim(W) < dim(V) = n und ¢ ist nilpotent (da ¢ nilpotent). Nach
Induktionsannahme gilt

Xo» ()C) — xdim(V/W)

und daraus folgt
Ko(x) = xm)

wie gewiinscht.
,,b)=> ¢)“ Nach dem Trigonalisierungssatz (Theorem 4.7) gibt es eine Basis von V so, dass A(¢) =

all *
( > . Also gilt
0 Ann

Andererseits haben wir ), (x) = x" in b) angenommen und somit gilt aj; = ax = -+ = a,, = 0 wie
in c) gewiinscht.

,,c)=> d)** Wir betrachten die Basis by,...,b, mit A(@) = (

Xo(x) = (x—an)(x—axn) - (x—am).

0 *

) wie in c¢). Wir setzen V; :=
0 0
(by,...,b;). Wegen der obigen Gestalt von A(¢) muss ¢(b;) eine Linearkombination von by, ...,b;_|

sein. Also folgt: @(V;) C V;_;. Es folgt

0"(V) = 9" (9(%) C 9" (Vi) € 0" (Va) € o C (Vi) " {0)

Also gilt ¢" = 0 und damit d).
,,d)=—=-a)" trivial. ]
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4.11 Theorem (Satz von Cayley-Hamilton). Fiir den Endomorphismus @ des endlich dimensiona-
len K-Vektorraums 'V gilt:

Xo(9) =0 € Endg (V)

Beweis: Indem wir eine Basis von V wihlen, konnen wir die Aussage in eine entsprechende Aussage
fiir n x n-Matrizen A iibersetzen (siehe V.1). Es geniigt also

x4(A) =0€ M(nxn,K) (VIL.12)
zu zeigen. Nach Theorem 1.14 gibt es eine Korpererweiterung L von K so, dass x4 (x) vollstindig
in Linearfaktoren aus L[x] zerfillt. Nach Theorem 4.7 gibt es eine Basis by,...,b, von L" so, dass

ﬂ,] *
W = @4 durch eine obere Dreiecksmatrix D = ( ) dargestellt wird. Dann gilt
0 An
Xa(x) = xy(x) = (x—=A1) - (x = A,). (VIL.13)
Also ist (VII.12) dquivalent zu
Xv(¥) =0€End.(L") (VIL.14)

Um dies zu beweisen, setzen wir y ein in (VII.13) und erhalten nach 1.18

Xy (V) = xa(w) = (¥ —Aiid) o (y —anid)o--- o (y — A,id). (VIL1S)

Wir betrachten die Unterrdume W; := (by,...,b;) von V fiir i = 1,...,n. Weil y durch eine obere
Dreiecksmatrix bzgl. by, ..., b, dargestellt wird, folgt

(—Ai-id) (b)) €W,
firallei,j € {l,...,n} und (y — A;-id)(b;) € W;_;. Also gilt

(y—2;-id)(W;) CWiy. (VIL16)
Wir wenden (VIL.16) sukzessive in (VII.15) an und erhalten

Xw(W)(V) = 2y (W) (W,) = (W —Arid) o+ o (¥ — A, id) (W)
C(y—Ajid)o---o(y —A,—1id)(W,—1)
(%(vf—ll id)(W1) € Wp = {0}.

Also gilt (VIL.14) wie gewiinscht. O
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Kapitel VII.

Euklidische und unitare Vektorraume

1. Bilinearformen

In diesem Abschnitt studieren wir die Bilinearformen auf einem endlich dimensionalen Vektorraum
V. Wir definieren zuerst die Matrix einer gegebenen Bilinearform bzgl. einer Basis. Spater werden
wir sehen, dass die Bilinearformen in den Anwendungen héufig vorkommen und das dabei immer
diejenigen Isomorphismen interessant sind, die die Bilinearformen erhalten.

1.1 Definition. Eine Bilinearform b auf V ist eine Abbildung V x V — K, die bilinear ist, d.h.
b(O£1V1 + OC2V2,W) = OC]b(Vl,W) + Otzb(Vz,W)
b(v, w1 + 0pwy) = ayb(v,wy) + 0pb (v, wy)

fiir alle a;,0p € K und vi,vo,v,w,wo,w € V.

1.2 Beispiel. Seib: R? xR - R,

) (i)
, Ay — A
<<;L2 i = Alp 2 M1

Dies ist eine Bilinearform auf V = R?, da b linear ist in (%) bei festem (Z;) und umgekehrt.

1.3 Beispiel. Es sei b: R x R — R, (A,u) — e*H. Dies ist keine Bilinearform auf V = R, da
b(0,u) # 0 im Widerspruch zur Linearitit im ersten Argument.

1.4 Definition. Wir nennen die n x n-Matrix B := (b(v,-, % J)) \<ij<n die Matrix zu der Bilinearform b
bzgl. der Basis vy, ...,v, von V. o
1.5 Proposition. Sei b eine Bilinearform auf'V und B die Matrix von b bzgl. der Basis vy, ... ,v,. Fiir

v,w € V mit Koordinatenvektoren A, L € K" aufgefasst als n x 1-Matrizen gilt
bvyw)=A""B-ueM(1x1,K)=K

Beweis:

n

Aib (v,-, ujvj>

Jj=1

(agE

L L Linearitdt im 1. Argument
b(V,W) :b(ZQLiV,',Z[JjV]) =
i=1 j=1

—_

. s n n
Linearitdt im 2. Argument
= ZZAiﬂjb(V,',Vj).
i=1 j=1 Hb,_/
ij

Hier seien b;; die Eintrige der n x n Matrix B.
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1.6 Bemerkung. Umgekehrt sei B € M(n x n,K) gegeben. Dann ist b(v,w) := A’ - B- i eine Biline-
arform von V, wobei A, u € K" die Koordinaten von v und w bzgl. einer festen Basis (v;) sind. Dies
sieht man, wenn man das erste Argument A (bzgl. das zweite Argument p) fixiert analog zu Beispiel
1.2. Die zugehorige Matrix dieser Bilinearform ist wieder B, denn

b(vi,vj) :ei’ -B-ej :b,‘j.

Explizit gilt
n
b(V,W) = Z bijki“vj

ij=1

wie wir im Beweis von Proposition 1.5 gesehen haben.

1.7. Wenn wir die Menge der Bilinearformen auf V als Teilmenge des Vektorraums der Funktionen
von V x V nach K mit der punktweise definierten Addition und skalaren Multiplikation betrachten
(siehe Beispiel I11.1.3), dann erhalten wir einen Unterraum. Also bildet die Menge der Bilinearformen
auf V einen kanonischen K-Vektorraum.

1.8 Proposition. Wir fixieren eine Basis vy, ...,v, auf V und ordnen jeder Bilinearform b auf'V die
zugehorige Matrix B zu. Diese ergibt einen Isomorphismus vom K-Vektorraum der Bilinearformen
aufV auf der Vektorraum M(n x n,K) (siehe Proposition V.1.11).

Beweis: Wir skizzieren diesen leichten Beweis nur, in dem wir bemerken, dass die Umkehrabbildung
aus Beispiel 1.6 genommen werden kann. O

1.9 Definition. Wir betrachten eine Bilinearform b auf V. Wir sagen, dass v € V orthogonal zuw € W
ist (bzgl. b), wenn b(v,w) = 0. Dann schreiben wir v L w. Fiir § C V definieren wir

Sti={weV|bvw)=0YveS}

als Menge aller Vektoren, die rechtsorthogonal auf S bzgl. b sind. Analog sei
Ls:={veV|bvw)=0vwecS}

als Menge der linksorthogonalen Vektoren auf S.

1.10 Beispiel. »: R> xR> » R, ((ﬁ;) : (ﬁ;)) + A1 1 + Ao ;. Diese Abbildung ist bilinear mit Matrix

B= (} 8) bzgl. der Standardbasen von R2.Sei S = {(?) }, dann gilt

O+ A
s-={(0)emmer}, o

1.11 Proposition. S und S sind Unterriume von V.

Also gilt

Beweis: Dies folgt aus dem zweiten (bzw. ersten) Axiom der Bilinearformen, z.B. seien wy,w, € S+,
dann gilt fiir alle v € S

wiwreSt

b(v,w1 +wa) = b(v,w1) +b(v,w2) 0+0=0

und damit folgt w; +w, € S*. Die anderen Unterraum-Axiome folgen analog. 0
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1.12 Definition. Eine Bilinearform b auf V heift nicht ausgeartet genau dann, wenn V- = {0} und
v = {0}.

1.13 Proposition. Fiir eine Bilinearform b auf' V mit zugehoriger Matrix B bzgl. der Basis vy,...,v,
von 'V sind folgende Bedingungen dquivalent:

a) b ist nicht ausgeartet;
b) V+={0};

c) tv={0};

d) B ist invertierbar.

Beweis: Weil vq,...,v, eine Basis von V und b bilinear ist, gilt
={weV|blvyw)=0WeV}={weV|blv,w)=0Vi=1,...,n}.

Alsoistw=}_;A;v;in V- genau dann, wenn der Koordinatenvektor A € K" von w im Lésungsraum
des homogenen linearen Gleichungssystems

B-A=0

ist, denn es gilt

n
b(vi,w Z (vi,vj) = (B-A)i.

Die Bedingung b) ist also dquivalent dazu, dass homogene lineare Gleichungssystem nur die Null-
I6sung hat und nach Proposition V.2.5 ist dies dquivalent zu B invertierbar. Dies zeigt b) <= d).
Analog folgt ¢) <= d). Weil a) <=> b) A ¢), folgt also d) <= a). ]

1.14 Proposition. Es sei b eine nicht ausgeartete Bilinearform auf V. Dann gilt fiir jeden Unterraum
UvonV:

a) dim(U) +dim(U+t) =dim(V), dim(U)+dim(*U) = dim(V)
b) U=+ (U")=(U)"
c¢) Die Abbildung ®:V — U*, v b(-,v) ist linear und surjektiv.

Beweis: Wegen der Linearitdt von b im ersten Argument ist @ wohldefiniert. Wegen der Linearitét
von b im zweiten Argument ist ® linear. Es gilt ker® = U~ nach Definition von U+. Wir wenden
das zuerst fiir den Spezialfall U = V an. Weil b nicht ausgeartet ist, ist ker® = {0}, d.h. ® ist ein
Isomorphismus. Also hat jede Linearform auf V die Form b(-,v).

Fiir beliebiges U zeigen wir, dass @ surjektiv ist: Sei f € U*. Nach Korollar IV.2.11 hat f eine
Erweiterung zu einer Linearform g € V*. Aus dem Spezialfall folgt, dass es ein v € V gibt mit g =
b(-,v). Somit gilt f = g|ly =b(-,v)|y = P(v). Also ist ® surjektiv und damit gilt c).

Nach der Dimensionsformel in Korollar IV.3.17 folgt

dimV = dimker® + dim®(V) = dimU~* + dimU*.

Wegen dim(U*) = dim(U) (Korollar V.1.16) folgt a) (die zweite Relation folgt analog).
Beachte, dass U C +(U+) fiir jede Bilinearform direkt aus der Definition folgt. Wegen

dim (UL) dim(V) — dlm(UL) dim(U)

folgt b) mit Korollar IV.3.12. 0
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2. Symmetrische Bilinearformen

In dieser Vorlesung werden symmetrische Bilinearformen eine Rolle spielen, d.h. man darf die Argu-
mente v und w vertauschen. In diesem Fall gilt S* = S und man spricht vom Orthogonalkomple-
ment von S. Eng verbunden mit symmetrischen Bilinearformen sind quadratische Formen, die man
durch Einsetzen von v = w erhilt. Wir werden sehen, dass es immer eine Basis gibt, so dass die Ma-
trix zur symmetrischen Bilinearform diagonal ist. Im reellen Fall kann man sogar verlangen, dass die
Diagonalmatrix aus 41, —1 und O bestehen. Dies ist der Satz von Sylvester.

In diesem Abschnitt ist V immer ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum der Dimension n.

2.1 Definition. Eine Bilinearform b auf V heifit symmetrisch :<=- b(v,w) = b(w,v) Vv,w € V.

2.2 Beispiel. Im Abschnitt 1 haben wir gesehen, dass

‘. ((2)’ @)) = aifi+ oph,
n (o) () - ap-eon
w () () - aprann

Bilinearformen auf V = R? sind. Die Formen b; und b5 sind symmetrisch, aber b, nicht!

2.3 Proposition. Sei b eine Bilinearform auf V mit Matrix B bzgl. der Basis vy, ...,v, von V. Dann
ist b genau dann symmetrisch, wenn B = B gilt.

Beweis: Wir erinnern an die Definition: B = (b(v;,v;))i<i,j<n-
,»—"* Es sei b eine symmetrische Bilinearform.

—— b(v,-,vj) = b(vj,v,-)

Somit gilt B = B'.
,,<—"Es gelte nun umgekehrt B = B’, d.h.

b(vi,vj) =b(vj,vi) Vi, j=1,...,n.

Es seien v,w € V. Weil v, ..., v, eine Basis von V ist, lassen sich v und w als Linearkombination von
Vi,..., v, schreiben. Aufgrund der Bilinearitit folgt b(v,w) = b(w,v). O

2.4 Bemerkung. Wir nennen deshalb A € M (n, xn,K) symmetrisch, wenn A = A’ gilt.

2.5 Definition. Eine quadratische Form auf V ist eine Funktion ¢: V — K mit folgenden Eigen-
schaften:

a) g(a-v)=a%-qv)VaeK,veV;
b) by: VXV =K, (vw)—=by(v,w). =q(v+w) —q(v) — g(w) ist eine Bilinearform auf V.
Wir nennen b, die zu g assoziierte Bilinearform. Offensichtlich ist sie symmetrisch.

2.6 Proposition. Sei vy,...,v, eine Basis von V. Wir betrachten eine Funktion q: V — K und die
entsprechende Funktion f: K" — K, A — q(Avi+- -+ A,v,), bzgl. den Koordinatenvektoren. Dann
ist q genau dann eine quadratische Form, wenn f ein homogenes Polynom vom Grad 2 ist, d.h.

fA)="Y ajdid;

I<i<j<n

fiir geeignete a;; € K.
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Beweis: ,,—* Es sei g eine quadratische Form auf V. Fiir v,w € V gilt
q(v+w) = q(v) +q(w) +by(v,w).

Mit Induktion nach m gilt

gwi+ - +wn) q(wi) + Z by(wi,w;).

i=1 1<i<j<m

Il

Fiir

folgt

q(l,-vi) + Z bq(/ll-v,-,ljvj)

1<i<j<n

Aqvi)+ Y Aidibg(vi,v).

1<i<j<n

I
™=

—_—

q(v) = 6]<é 7Livi>

Il
M=

Wegen f(4) = g(v) folgt die Behauptung, wenn wir a;; := by(v;,v;) setzen fiir i < jund a;; := g(v;).
,»<—" Sei also f(A) homogenes Polynom vom Grad 2 wie in der Behauptung. Dann ist g(ov) =
flad) = a’f(A) = a’q(v) Klar.

qv+w) = fA+u) =Y aij(Ai+ ) (A + 1))

i<
= Y aihidi+ Y aijpupti+ Y ai(Aipt; + ik ).
i<j i<j i<j
—_—
q(v) q(w)

Also gilt

byvyw) =), aij(Aipt;+Aju)

1<i<j<n

und dies ist bilinear nach Beispiel 1.6. O

2.7 Proposition. Es sei b eine Bilinearform auf V. Dann ist q(v) := b(v,v) eine quadratische Form
von V. Weiter gilt by(v,w) = b(v,w) +b(w,v).

Beweis: Wir testen die Axiome fiir eine quadratische Form:

a)
g(aw) = b(av,av) = ab(v,av) = a’b(v,v) = a*q(v);
b)
by(v,w) = q(v+w) —q(v) —q(w) = b(v+w,v+w) = b(v,v) = b(w, w)
=b(v,v) +b(v,w)+b(w,v) +b(w,w) —b(v,v) — b(w,w)
=b(v,w)+b(w,v).
Also gilt b, (v,w) = b(v,w) + b(w,v) und dies ist offenbar bilinear. O

2.8 Bemerkung. Wir definieren 2 := 141 € K. Falls 2 # 0 € K und b eine symmetrische Bilinear-
form auf V ist, dann konnen wir b aus der quadratischen Form ¢(v) := b(v,v) zuriickgewinnen durch
die Formel b = 1b,, d.h.

(b(v+w,v+w) —b(v,v) — b(w,w)).

N =

B(w) = 4 a0+ )~ )~ 4() =
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2.9. Die bekannte Formel
1
Aop=o((A+u)?=2%-p?)

fiir A, u € K ist ein Spezialfall der obigen Identitit fir b: K x K — K, (A,u) — A - 1.
Das bekannteste Beispiel fiir einen Korper mit 2 = 0 ist Z/2Z. In diesem Fall gibt es quadratische
Formen ¢(v) so, dass fiir keine symmetrische Bilinearform b gilt g(v) = b(v,v) Yv € V.

2.10 Theorem. Wir nehmen 2 # 0 € K an. Weiter sei b eine symmetrische Bilinearform auf' V. Dann
gibt es eine Basis vy,...,v, von'V so, dass die zugehorige Matrix B der Bilinearform b diagonal ist.

Beweis: Wir argumentieren mit Induktion nach n = dim(V'). Im Fall n = 1 konnen wir irgendein
v € V\ {0} als Basis wihlen, weil jede 1 x 1 Matrix diagonal ist.

wInduktionsschritt n — 1 — n*: Falls b identisch Null ist, konnen wir irgendeine Basis vy,...,v,
wihlen, weil B dann immer die Nullmatrix ist und die ist diagonal. Also diirfen wir annehmen, dass
b nicht identisch Null ist. Dann gibt es ein v; € V mit b(v,v;) # 0. Dies folgt sofort aus der Form
in Bemerkung 2.8, die b(v,w) in Funktion von ¢ ausdriickt. Wir zeigen zuerst fiir U = (v;), dass
V=U®U" gilt. Sei u € UNU™. Dann gilt u = o fiir ein o € K wegen u € U. Aus u € U+ folgt

0= b(u,u) = b(avy,avi) = a’b(vy,vy).
Wegen b(vy,v;) # 0 folgt &> = 0 und damit o = 0. Also gilt U NU* = {0}. Fiir v € V sei
w:=bv,v))b(vi,v) v, W :=v—u.
Es gilt u € U. Weiter gilt
b(u',vi) =b(v—u,vi) = b(vi,v1) —b(u,v1) = b(v,v1) —b(v,v1) =0.

Wegen der Linearitit im zweiten Argument gilt auch b(«, avi) = 0 und damit «’ € U+. Wegen v =
u+u folgtV=U+U". Insgesamt gilt V =U @ U*. Aus V = U @ U~ folgt dim(U+) = dim(V) —

dim(U) = n — 1. Nach Induktionsannahme gibt es eine Basis v»,...,v, von U+ so, dass b(v;,v;) =0
fiir i # j aus {2,...,n}. Wegen v{ € U und vy,...,v, € U gilt dies auch fiir i oder j gleich 1. Also
ist B = (b(vi,v;j))1<i,j<n eine Diagonalmatrix. O

2.11 Bemerkung. Das Theorem besagt, dass es eine Orthogonalbasis von V bzgl. b gibt, d.h. eine
Basis vi,...,v, von V mit b(v;,v;) = 0 fiir i # j. Das Verfahren im Beweis von Theorem 2.10 wird
spater die Grundlage des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren sein.

2.12 Korollar. Wenn K = C und b eine symmetrische Bilinearform auf dem endlich dimensionalen
komplexen Vektorraum 'V ist, dann gibt es eine Basis vy,...,v, von'V so, dass die Matrix B zu b die
Form B = (% 8) hat mit der Einheitsmatrix E, € M(r x r,C).

Beweis: Wir wihlen die Basis vy,...,v, aus Theorem 2.10. Damit hat die Matrix von b Diago-
nalform. Wir diirfen dabei annehmen, dass B; := b(v;,v;) # 0 fir i = 1,...,r und b(v;,v;) = 0 fiir
i=r+1,...,n (durch Vertauschen). In C kann man aus jeder Zahl die Wurzel ziehen. Also gibt es
«; € C mit a? = f; fir i = 1,...,r. Durch Ersetzen von vi,...,v, durch o~ 'vy,... 0, 'v, erhalten
wir die gewiinschte Basis. O

2.13 Korollar (Tréagheitssatz von Sylvester). Sei K = R und b eine symmetrische Bilinearform

auf V. Dann gibt es eine Basis vi,...,v, von'V so, dass die zu b gehorige Matrix B die Form B =
E; 0 0

< 0 —E 0 | hat, wobei E; € M(s x s,R), E; € M(t x t,R) die Einheitsmatrizen sind. Die Zahlen s,t €

0 00
N sind unabhdngig von der Wahl der Basis.
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Beweis: Wir nehmen die Basis vy,...,v, aus Theorem 2.10. Durch Umordnen dieser Basis diirfen
wir annehmen, dass b(v;,v;) >0mit 1 <i<s, b(v;,v;) <O fiirs+1<i<s+¢und b(v;,v;) =0 fiir
s+t+1<i<n Firic{l,...,s+t} setzen wir v, := |b(v;,v;)|~"/?v;. Aufgrund der Bilinearitit von

b gilt dann
1 furi=1,...,
b(vv]) = ’. '
—1 firi=s+1,...,5+¢.
Also ist V), ..., Vi, Vsts41,- .., vn die gesuchte Basis. Die Eindeutigkeit wird spiter in Theorem 7.7
bewiesen. O

2.14 Bemerkung. Als Folgerung aus Bemerkung 2.8 und Korollar 2.12 sehen wir, dass jede komple-
xe Form bzgl. einer geeigneten Basis die Form

q(v) = A7+ + 47

hat fiir den Koordinatenvektor A € C" des Vektors v. Analog folgt aus Korollar 2.13, dass jede reelle
quadratische Form bzgl. geeigneten Koordinaten die Form

qv) = Af oo F A=Ay == A

hat fiir den Koordinatenvektor A € R”".

3. Skalarprodukte

Ein Skalarprodukt auf einem reellen Vektorraum ist eine spezielle symmetrische Bilinearform, mit
der man die Lénge von Vektoren und Winkel zwischen Vektoren berechnen kann. Damit kann man
eine Metrik und somit Konvergenz auf diesen Vektorrdumen definieren und erhilt so eine Verbindung
zwischen linearer Algebra und Analysis. Wir werden ein analoges Konzept fiir komplexe Vektorrau-
me einfithren und benotigen dazu den Begriff der Sesquilinearform, der die Bilinearform ersetzt. Um
beide Fille parallel zu behandeln, bezeichnen wir mit K entweder R oder C. Zuerst einmal betrachten
wir einen reellen Vektorraum V.

3.1 Definition. Eine reelle symmetrische Bilinearform V xV — R, (v,w) — (v,w) heiit positiv
semi-definit, falls (v,v) > 0 Vv € V. Wenn sogar (v,v) > 0 gilt fiir alle v € V' \ {0}, dann heiBt ( , )
positiv definit. Ein Skalarprodukt ist eine reelle positiv definite symmetrische Bilinearform auf V.
Ein euklidischer Vektorraum ist ein endlich dimensionaler reeller Vektorraum mit einem gegebenen
Skalarprodukt ( , ).

3.2 Bemerkung. Wir haben im Trédgheitssatz von Sylvester (Korollar 2.13) gesehen, dass jede sym-
metrische reelle Bilinearform ( , ) auf einem n-dimensionalen V bzgl. geeigneten Koordinaten von
der Form

<Z;Livi7zujvj> =Y Aipj(vi,v))
= =

i,j=1
= Afl Uy +)Lsus - A's—i-l.us—&-l — = A st
ist. Insbesondere gilt
n n
I S R
i=1 i=1

Also ist (, ) genau dann positiv semi-definit, wenn ¢ = 0 gilt. Weiter ist ( , ) genau dann ein Skalar-
produkt, wenn ¢ = 0 und s = n.
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3.3 Beispiel. Insbesondereist (, ): R" xR" - R, (A,u) — Y, A;u; ein Skalarprodukt auf R”. Wir
sprechen vom Standardskalarprodukt auf R". Fiir n = 2, 3 entspricht es dem Skalarprodukt aus der
analytischen Geometrie in der Schule.

3.4 Bemerkung. Fiir reelle Skalarprodukte iibernehmen wir die Begriffe wie Orthogonalitit, ortho-
gonales Komplement S+ und Matrix bzgl. einer Basis aus den vorangegangenen Abschnitten. Insbe-
sondere ist g(v) := (v,v) die quadratische Form aus Proposition 2.7.

3.5. Als néchstes betrachten wir eine komplexen endlich dimensionalen Vektorraum V' der Dimensi-
on n. Unser Ziel ist es, Skalarprodukte auch fiir komplexe Vektorrdaume zu definieren. Zuerst erklaren
wir, wieso symmetrische komplexe Bilinearformen b: V x V — C nicht funktionieren. In Korollar
2.12 haben wir gesehen, dass

b(i{ Aivi, illijVJ) = iiliﬂi
i= j= i=

gilt beziiglich geeigneten Koordinaten. Insbesondere gilt
n n r ’
b(Z ljvj, Z ljvj) = Z 7Lj .
Jj=1 j=1 J=1

Wegen i2 = —1 € C gibt es immer Vektoren, fiir die das negativ wird auBer wenn r = 0 ist. Also ist
es uninteressant im Hinblick auf Liangenmessung, komplexe symmetrische positiv definite Bilinear-
formen zu betrachten. Folgende Definition 16st dieses Problem:

3.6 Definition. Eine Sesquilinearform auf dem komplexen Vektorraum V ist eine Funktion /: V X
V — C mit folgenden Axiomen

a) h(oqvi+ opva,w) = ouh(vi,w) + ch(vi,w) (,linear im 1. Argument®)
b) h(v,oywi + 0pwy) = arh(v,wy) + 0ph(v,w;) (,,konjugiert linear im 2. Argument®)

fiir alle oy, op € C und alle vy, vy, w,wo,v,w € V. Eine Sesquilinearform % heifit Hermitesche Form,
falls h(w,v) = h(v,w) gilt fiir alle v,w € V. Insbesondere gilt (v,v) € R fiir eine Hermitesche Form.
Eine Hermitesche Form & heifit positiv semi-definit, falls #(v,v) > 0 Vv € V. Falls sogar A(v,v) > 0
gilt Vv € V' \ {0}, dann heift / positiv definit und wir sprechen von einem Skalarprodukt, das wir
iiblicherweise wieder mit ( , ) bezeichnen. Ein unitéirer Vektorraum ist ein endlich dimensionaler
komplexer Vektorraum mit gegebenem Skalarprodukt.

3.7. Fiir eine Sesquilinearform /4 auf einem endlich dimensionalen komplexen Vektorraum V der
Dimension r iibertragen wir die alten Begriffe wie Matrix H = (h(vi,v ])) 1<ij<n bzgl. einer Basis
V1i,...,v, von V, orthogonal und nicht ausgeartet. Beachte, dass S* = S fiir Hermitesche Formen.
Weiter definieren wir fiir A € M(m x n,C) die Matrix A, in dem wir alle Eintriige der Matrix komplex
konjugieren, z.B. A = (l ii 5) = A= (ll—i _21) Fiir diese Konjugation zeigt man leicht folgende
Rechenregeln:

Al +Ay=A+A;, aA=TA,
A-B=A-B, A=A

fiir alle @« € C,A,A1,A, € M(m xn,C), B € M(n x p,C). Dies folgt aus den Rechenregeln z+w =
Z+wund Z-w =z - w fiir komplexe Zahlen z,w € C.

3.8 Proposition. Sei h eine Sesquilinearform mit Matrix H = (h;j) bzgl. der Basis vy,...,v, von V.
Dann gilt

h(z Aivi, Z ”jvj) =A! ‘H-u= Z hij/’Li‘*Tj‘
=1 =

ij=1
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Beweis: Siehe Aufgabe 3.3. O

3.9 Bemerkung. Umgekehrt definiert jede komplexe n x n-Matrix H = (h;;) durch obige Formel
eine Sesquilinearform A mit zugehdriger Matrix H bzgl. der gegebenen Basis vy,...,v,. Analog zu
Proposition 3.8 ist klar, dass 4 genau dann eine Hermitesche Form ist, wenn H = H gilt. Deshalb
nennen wir eine Matrix A € M(n x n,C) mit A = A’ eine Hermitesche Matrix.

3.10 Beispiel. Nach 3.8 und3.9ist (, ): C" xC" — C, (4,u) = ¥j_ A;11; eine Hermitesche Form
auf C" mit zugehoriger Matrix H = E, bzgl. der Standardbasis. Wegen

no_ n
AA) =) Ak =) |4,
j=1 j=1
ist (, ) ein Skalarprodukt. Wir nennen es das Standardskalarprodukt auf C". Wir werden spiter

sehen, dass jedes Skalarprodukt bzgl. geeigneter Koordinaten auf diese Form gebracht werden kann.

3.11. Wir haben gesehen, dass wir Skalarprodukte im komplexen Fall analog zum reellen Fall behan-
deln konnen, wenn wir Sesquilinearformen (bzw. Hermitesche Formen) benutzen statt Bilinearformen
(bzw. symmetrische Bilinearformen). Wir werden ab jetzt diese beiden Fille parallel behandeln und
deshalb K = R oder C setzen. Unter einer Sesquilinearform (bzw. einer Hermiteschen Form) versteht
man im Fall K = R eine Bilinearform (bzw. symmetrische Bilinearform), was im Einklang mit der
Definition ist, weil dann @ = & Vo € K = R gilt.

3.12 Theorem (Schwarz’sche Ungleichung). Sei ( , ) eine positiv semi-definite Hermitesche Form
auf dem komplexen Vektorraum V. Dann gilt

’<V7W>‘2 < (v, V> ’ <W7W>
fiir alle vyw € V. Falls ( , ) ein Skalarprodukt auf'V ist, dann gilt: ,,=* <= v,w linear abhdngig.
Beweis: Fir o, 8 € K gilt

0 < A(av+Bwov+PBw) = oo(v,v)a(v,w)+Ba(w,v)+ BB (w,w).

pos. semi-def sesquilinear
Fiir eine komplexe Zahl z gilt
z+z=Re(z) +i-Im(z) + Re(z) —i-Im(z) = 2Re(z).
Also folgt zusammen mit 77 -z; = 77 - 22 fiir 71,20 € C, dass
a B (v,w) + Ba(w,v) = af (v,w) + Ba{v,w) = af (v,w) +aB(v,w) = 2Re(a3<v, w)).
Zusammen mit o0& = |c|? folgt
0 < |a[*(v,v) +2Re(aB (v,w)) + B> (w,w). (VIIL1)
1.Fall: (v,v) = (w,w) = 0 Dann setzt man ¢ := —1 und f := (v,w) in (VIIL.1) ein und erhélt
0 < (v,v) +2Re((—1) - (v,w) - (n,w)) + [(v,w)|* - (w,w) = 2Re(—|(v,w)|*) = —2Re(|(v,w)|?).
Also gilt 0 < —2|(v,w)|?> und somit folgt |(v,w)| = 0 wie gewiinscht.
2.Fall: (v,v) # 0 oder (w,w) # 0. Wegen (w,v) = (v,w) und damit |(w,v)| = |(v,w)| diirfen wir

annehmen, dass (v,v) # 0. Aus positiv semi-definit folgt dann (v,v) > 0. In diesem Fall setzen wir
o := —(v,w) und f := (v,v). Dann folgt aus (VIIL.1):

0< \(v,w>|2<v,v> +2Re(—<v,v>\<v,w>|2) + (v, v>2<w,w> = —](v,w>\2<v, V) + <v,v>2<w,w>.
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Weil (v,v) eine reelle Zahl > 0 ist, diirfen wir mit (v,v) kiirzen und erhalten dann die Schwarz’sche
Ungleichung.

Wenn v und w linear abhéngig sind, dann ist der eine Vektor ein Vielfaches des anderen Vektors.
OBdAw = -vfiirein o € K.
=

[w)? = [, an) P = [@(vv)? = [al (vv) P = | (v y)* = o @) (v, v) = (nv)@(av,v)

= (y,v){(av, o) = (v, V) (w,w).

Dies zeigt ,,=" in der Schwarz’schen Ungleichung im Fall linear abhingiger Vektoren. Umgekehrt
gelte

(v, w) 2 = (v, v) (w, w). (VIIL.2)
Wir setzen wieder o := —(v,w) und f := (v,v), wie im 2.Fall. Dann folgt

<OCV—|—BW, Otv+[3w> = ’OC’2<V,V> + OtB(v,w> —i—ﬁﬁ(w,v) + |B|2<W7W>
= |<V’ W>‘2<V7 V> - <V7 W> <V7 V> <V7 W> - <V7 V> <V7 W> <W7 V> + <V7 V>2<W7 W>

= )P )+ () ) = 20w ) () )

= _|<V7 W>|2<va V> + <V7 V>2<W7W>'

Wir setzen (VIIIL.2) ein und es folgt
(v +Bw,av+Bw) = — (v, v) (w,w) (1, v) + (1,v)* (w,w)* = 0.
Weil ( , ) positiv semi-definit ist, folgt 0 = av + Bw und damit sind v und w linear abhéngig. O

Wie in der Einleitung angedeutet, ist eine der wichtigsten Eigenschaften des Skalarprodukts, dass
man damit Langen messen kann. Dazu gibt es auf einem K-Vektorraum V folgenden Begrift:

3.13 Definition. Eine Funktion || ||: V — R heifit Seminorm, wenn folgende Axiome erfiillt sind
@) [l = lef[[v]],
@) |lv+wl < ||+ vl (Dreiecksungleichung)
fiir alle @ € K und v,w € V. Falls zusitzlich das Axiom
(iii) [[v|=0=v=0
gilt fiir alle v € V, dann sprechen wir von einer Norm.
3.14 Bemerkung. e Es gilt ||0]| =0, was aus (i) mit & = 0 folgt.
e Es gilt ||v|| = ||—v||, was wieder aus (i) mit o« = —1 folgt.

e Jede Seminorm ist nicht negativ.

Beweis: 0= [|0[| = [[v+ (=v)[| < [Iv][ + [I=v]| = 2][v[]. a

Also sind Normen fiir Ldngenmessung geeignet.

3.15 Korollar. Fiir eine positiv semi-definite Hermitesche Form ( , ) setzen wir ||v|| := \/(v,v). Damit
erhalten wir eine Seminorm auf'V.
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Beweis: Fiir & € K und v € V erhalten wir
law]| = (av, ) = (o (n,v)) " = (| (n 1) = |at]v].

Also gilt Axiom (i) einer Seminorm. Weiter folgt

v+wl?> = @) Fow)Fw)+wmw) = )+ w)+ v w) + (w,w)

sesquilinear hermitesch

= (V) +2Re(v,w) + (wyw) < (v v) +2[{v,w) |+ (wyw) < V]2 +2|vllIwl] + w]]?

2
= (vl +1wl)™
Weil alles nicht negative Zahlen vorkommen, darf man die Wurzel ziehen und es folgt Axiom (ii) fiir
Il O
3.16 Bemerkung. Falls (, ) ein Skalarprodukt ist, dann definiert ||v|| := \/(v,v) eine Norm (wegen

positiv definit folgt Axiom (iii)). Wir sprechen von der Norm des Skalarprodukts. Es gilt die Par-
allelogrammgleichung
[y +wl? + v =wl* = 2(Iv]I* + lwl*).

Beweis:

[v+wl?+ v —wl? = v +wv+w)+ (v —wv—w)
= (nv) + (v,w) + (W, v) + (W, w) + (v,v) — (v, w) — (w,v) + (W, w)
= 2[v]|* +2[|w|*. O

Umgekehrt kann man zeigen, dass jede Norm, die die Parallelogrammgleichung erfiillt, die Norm
eines Skalarprodukts ist (siehe [JN]).

3.17 Beispiel. Sei K =R und V = R?. Dann ist die Norm zum Standard-Skalarprodukt gegeben
durch || (%) | = \/A% + A}. Die Parallelogrammgleichung besagt, dass

A+ rdE =+ f
im Parallelogramm:

V+w

da v —w der zweite Diagonalvektor ist.

3.18 Beispiel. Sei wieder K = R und V = R?. Durch

A
H (,L) H = max{| ]| 22}
2

wird ebenfalls eine Norm auf V definiert:
(1)
l] l1
o = max{|aki|,|alz|} = [o|max{|Ai],|A2[} = |o]
12 l2

:
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(i)

o)+ ()

’—mwﬂM+umﬂa+mH

2

g1nax{|11L]12H<+Inax{“hlﬂﬁb‘}::"(;;>‘++"<Z;)

(iii) ||(j11;)||:oz>|;L,~|:0furi:1,2.A1soist/1i20furi=1,2.
Seiv= ((1)) und w = ((1)), dann gilt
v+wl?+v=—w|?=1+1=2,

aber
2(|vll + [Iwl?) =2-(14+1) = 4.

Somit gilt die Parallelogrammgleichung fiir diese Norm nicht und deshalb ist sie nicht die Norm eines
Skalarproduktes!

3.19 Bemerkung. Sei || || die Norm des Skalarprodukts ( , ) auf dem K-Vektorraum V. Dann besagt
die Schwarz’sche Ungleichung (Theorem 3.12)

vyw) < |v[|- Il Yy,w e V.

Wir nehmen an, dass v # 0 # w. Dann konnen wir den unorientierten Zwischenwinkel ¢ von v und w

definieren durch
(v,w)

cos(@) = | e[-1,1].

I llwll
Er ist bestimmt bis auf das Vorzeichen in R/27nZ (deshalb unorientiert). Das stimmt mit unserer
geometrischen Anschauung iiberein. Falls v,w linear unabhingig sind, dann ist der von v und w auf-
gespannte Unterraum U zweidimensional. In geeigneten Koordinaten ist die Einschrinkung des Ska-
larprodukts (von V) auf U gleich dem Standardskalarprodukt auf R? (siche Bemerkung 3.2). Explizit
konnen wir als den ersten Basisvektor vi = H%H nehmen und v, € U einen normierten Vektor aus U,
der orthogonal zu vy ist.

w
Aava
V2
7le1
V1
v=1||-vi,w=Avi+ A
A
) = oAy — e
vl bl (wll

und dies ist auch der Kosinus des geometrischen Zwischenwinkels.

4. Orthogonalitat

Beim Studium der Bilinearformen sind wir schon auf die Bedeutung von Orthogonalitiit gestoen. Wir
werden die Resultate fiir den Fall eines Skalarprodukts ( , ) auf einem K-Vektorraum V der Dimension
n < oo vertiefen, wobei K € {R, C}. Eine spezielle Bedeutung hat die orthogonale Projektion.
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4.1 Proposition. Es seieney,...,e, € V\{0} paarweise orthogonal zueinander. Dann sind ey, ... e,
K-linear unabhdingig.

Beweis: Essei oge; + ...+ oe, =0 fiir oy € K. Fiir j € {1,...,r} gilt dann
0= (aner+- -+ arer,e;) = ajlej,e;).
Aus positiv definit folgt of; = 0. O

4.2 Definition. Eine Basis von V heifit Orthogonalbasis, falls die Basisvektoren paarweise zueinan-
der orthogonal sind. Falls die Basisvektoren zusétzlich alle die Norm 1 haben, dann sprechen wir von
einer Orthonormalbasis (ONB).

4.3 Korollar. In'V bilden n paarweise, orthogonale Vektoren ey, ... e, €V \ {0} immer eine Ortho-
gonalbasis.

Beweis: Nach Proposition 4.1 sind sie linear unabhingig und n = dim (V) bilden sie damit eine Basis
(Proposition IV.3.11). ]

4.4 Proposition. Esseiey,...,e, eine Orthonormalbasis vonV. Dann sind die Koordinaten vonv € V
bzgl. ey, ..., e, gegeben durch

n
Z"ef

Wir nennen das die Fourierentwicklung von v bzgl. ey, ... e,.
Beweis: Seiv=Y"_, Aje; Dann gilt (v,e;) = Y| A;{ej,e;) = A; Vi. O
4.5. Wir zeigen nun, wie man aus einer gegebenen Basis vy,...,v, von V eine Orthonormalbasis
el,...,e, erhilt. Dies wird durch das Gram-Schmidtsche-Orthogonalisierungsverfahren gemacht,
das an den Beweis von Theorem 3.12 anlehnt. Wir beschreiben den Algorithmus:

1.Schritt: ey := ||vi||~'v;. Offenbar ist das eine Orthonormalbasis von (v;). Wir nehmen nun an,
dass wir eine Orthonormalbasis ey, ..., e, von (vy,...,v,) schon konstruiert haben im r.Schritt.

r+ 1.Schritt:

,
/ . . / -1 1
€ri1 = Vrel — Z<Vr+1’ej>ej7 ers1 = [lep |7 ey
j=1

Offenbar ist e; 1 ein Element des r+ 1-dimensionalen Untervektorraums (V1,...,vr41), das verschie-

den vom Nullvektor ist. Weiter gilt fiirri € {1,...,r}:

a ONB
<e’r+1,el> (Vri1,€i) Z Vr+1,ej e],ei> = (vr41,€i) = (Vrt1,€) = 0.

Nach Korollar 4.3 ist ey, ..., e,, e’r+1 eine Orthogonalbasis von (vy,...,v,.1) und damit ey, ..., e,,e,4+1
eine Orthonormalbasis von (vy,...,v,;1). Nach dem n-ten Schritt erhalten wir eine Orthonormalbasis
von V.

4.6 Theorem. Sei U ein Unterraum von V. Dann existiert eine Orthonormalbasis von U. Weiter
konnen wir jede Orthonormalbasis von U zu einer Orthonormalbasis von 'V ergdnzen.

Beweis: Wihle eine Basis vy, ..., v, von U und ergénze sie zu einer Basis vy, ...,v, von V (Theorem
IV.2.5). Mit dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren folgt die Behauptung. 0

4.7 Korollar. Sei U ein Unterraum von V. Dann gilt:

a) V=UaU;
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b) dim(U*) = dim(V) —dim(U);
c) (UHt=U.

Beweis: Nach Theorem 4.6 gibt es eine Orthonormalbasis von U, die wir zu einer Orthonormalbasis
ei1,...,e, von 'V erginzen kdnnen. Dann gilt:

(emits... en) CUL.
Die Fourier Entwicklung zeigt andererseits, dass jedes v € UL in (e, 11,...,e,) liegt. Also gilt
Ut =lemit,... en)
und dies zeigt a) bis ¢). O

4.8 Korollar. Es sei v €V und U ein Unterraum von V. Dann existiert genau ein Element (u,w) €
UxUL mitv=u+w.

Beweis: Folgt direkt aus Korollar 4.7a). 0

Wir nennen u aus Korollar 4.8 die Orthogonalprojektion von v auf U und bezeichnen sie mit
Py (v). Fiir eine beliebige Orthonormalbasis e, ..., e, von U folgt aus dem Beweis von Korollar 4.7,
dass

Py(v) = i(v, ej)e;. (VIIL3)
=1

4.9 Proposition. Es gilt: Py € Endg (V) mit Py(V) = U und P} = Py. Solche Abbildungen nennt man
Projektionen auf U.

Beweis: Die Linearitit folgt aus der Linearitdt von (-, e;) und der Formel (VIIL3). Firi € {1,...,m}
gilt wieder mit (VIIL3) Py (e;) = e; und damit Py (V) = U. Weil nun jedes u € U eine Linearkombi-
nation von ey, ..., e, ist, gilt auch P2 =Py. ]

4.10 Theorem. Die Orthogonalprojektion Py (v) ist gleich dem Element uy € U mit minimalem Ab-
stand zu v, das heifst
lv—uo|| <||v—u| firalleuecU.

Beweis: Fiiru € U gilt:

lv—=ul®=lv=Po@)+Pe ) —ul> = v=Py)>+ Py (v) —ul?
v—Py (v)eU+

> |lv—Py (V)%

Weiter gilt ,,=*“ <= Py(v) = u. O

5. Adjungierte Abbildung

Wir betrachten in diesem Abschnitt einen K-Vektorraum V der Dimension n < oo mit einem gegebe-
nen Skalarprodukt ( , ), wobei K € {R,C}. Fiir ¢ € Endg (V) werden wir die adjungierte Abbildung
¢* € Endg (V) definieren, die verwandt ist mit der dualen Abbildung aus II1.3. Mit Hilfe des Skalar-
produktes kann man V mit seinem Dual V* mit dem folgendem Lemma von Riesz verbinden.

5.1 Lemma (Riesz). Fiir feV*=3IweVmit f(-)=(-,w).
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Beweis: Nach Theorem 4.6 gibt es eine orthonormale Basis ey,...,e, von V. Fiir beliebiges w =
Y'i_1Ajej € V mit Koordinaten 4i,..., 4, € K gilt

(ei,w) = <e,-, i ljej> =
Jj=1 J

Ajleise) = A
=1

Also gelten folgende Aquivalenzen:

Dies zeigt die Existenz und die Eindeutigkeit von w. O

5.2 Proposition. Sei ¢ € Endg (V). Dann 3!¢* € Endg (V') mit

(p(v),w) = (v, 0" (w))
fiir alle vyw € V.

Beweis: Es sei w € V. Dann sind ¢(-) und (-, w) lineare Abbildungen und somit gilt (¢( - ),w) € V*.
Nach dem Lemma von Riesz 3!¢*(w) € V mit

<(p<v)7w> = <V, (P* (W)>

fiir alle v € V. Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung ¢*: V — V, w— @*(w), linear ist. Fiir o, ot €
Kund wy,wp €V gilt

<Va (P*(OCIWI + 062W2)> = <(P(V), owy + 062W2>
Def. von ¢*

— A (Q(v),wi) + 00 (@(v),ws)

konjugiert linear im 2. Arg.

= (v, 9" (w1)) +0a(v, @ (w2))
Def.von ¢*

= (v, 10" (w1) + 00" (w2))

konjugiert linear im 2. Arg.

fiir alle v € V. Nun sind also ( -, @*(oqw; + 0pwz)) und ( -, 1 @*(w1) + a2@*(w2)) zwei Linearfor-
men auf V, die gleich sind. Wegen der Eindeutigkeit im Lemma von Riesz folgt

O (ouw; + 0pwr) = a1 @*(wr) + @™ (wa)
und damit die Linearitéit von ¢*. O

5.3 Definition. ¢* heif3it die zu @ adjungierte Abbildung.

5.4 Bemerkung. Das Lemma von Riesz ergibt einen konjugiert linearen Isomorphismus V — V*,
w— (-, w), wobei bei konjugiert linear ¢(av) = a@(v) statt ¢(ov) = o (v) gilt. Damit kann man
V mit seinem Dualraum V* jidentifizieren* und dabei entspricht die duale Abbildung aus Definiti-
on I11.3.16 der adjungierten Abbildung von hier. Das erklért auch dieselbe Notation. Fiir Einzelheiten
siehe [Bo, §7.4].

5.5 Proposition. Sei ¢ € Endg (V) mit zugehoriger Matrix A bzgl. der orthonormalen Basis ey, . . ., ey.
Dann hat ¢* die Matrix A bzgl ey,... e,
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Beweis: Firv=Y"  Ade;und w= 27:1 ;e folgt aus Proposition 3.8.

(pv),w) = (A-A) -E, T

denn die Matrix der Sesquilinearform ( , ) ist E,, weil ey,...,e, eine orthonormale Basis ist. Nach
den Rechenregeln aus 3.9 gilt

Q)W) = AT AT T = AT A .
Andererseits gilt
((v),w) = (v, 0" (w))
und das charakterisiert ¢*(w). Somit gilt
(r,o"(w)) =A"-A" -
fiir alle v € V. Es sei @*(w) = Y./_, prex die Koordinatendarstellung von ¢*(w), dann gilt
(v, 0" (w)) =A"-p.

Also folgt
ALA u=2A"p

fiir alle v € V. Wieder mit dem Lemma von Riesz (fiir das Standardskalarprodukt) folgt

Au=p

und somit p = A'yt, d.h. A’y ist der Koordinatenvektoren von @*(w) bzgl. ey, ...,e,. Alsoist A’ die
Matrix von @* bzgl. ey, ..., e,. O

5.6 Definition. Ein Endomorphismus ¢ von V heilit selbstadjungiert <— ¢ = ¢*.

5.7 Korollar. Es sei ¢ € Endg (V) mit Matrix A bzgl. der orthonormalen Basis ey, . .., e,. Dann ist @
genau dann selbstadjungiert, wenn A = A gilt.

Dies folgt sofort aus Proposition 5.5. Im Fall K = R (bzw. K = C) bedeutet das Korollar, dass die
Matrix A symmetrisch (bzw. hermitesch) ist. Wenn man eine nicht orthonormierte Basis wihlt, dann
muss das nicht mehr stimmen (siche Ubung 5.4).

5.8 Proposition. Es sei U ein Unterraum von 'V und P € Endg (V) mit P(V) = U. Dann ist P genau
dann die Orthogonalprojektion auf U, wenn P> = P und P = P* gilt.

Beweis: ,,—* Sei Py die Orthogonalprojektion auf U. Dann gilt
(Py(v),w) = (Pu(v), Py(w)+(w—Py(w))) = (Pu(v),Pu(w)) + (Py(v),w — Pu(w)).
Jetzt benutzen wir Py(v) € U und w — Py (w) € UL,
= (Py(v),w) = (Py(v),Py(w))
fiir alle v,w € V. Analog erhalten wir
v, Py(w)) = (Py(v), Py (w)).

Es folgt
(Py(v),w) = (v,Py(w))

fiir alle v,w € V. Nach Definition gilt also P};(w) = Py(w), d.h. P; = Py. Nach Proposition 4.9 folgt
auch Plzj =Py.
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<= Es gelte P> = P und P = P*. Zu zeigen P = Py. Dazu geniigt es zu zeigen, dass fiir ein
beliebiges v € V gilt u := P(v) € U und w := v —u € U~ (siehe Korollar 4.7). Nach Voraussetzung
gilt u € P(V) = U und somit ist die erste Bedingung erfiillt. Fiir ' € U folgt

Wowy = @Wyv—u=3u,v-PQH))

Wegenu' € U = P(V) gibtes einVv' € V mitu’ = P(V').
— P(u') = P(P(V')) =P*(V/) =P(V)=u/
= (U, w) = (' ,v) —(P(u),v) = (' ,u) — (' ,v) =0
Das zeigt w € U und damit ist auch die zweite Bedingung erfiillt. Es folgt P = Py . 0
5.9 Definition. Ein Endomorphismus ¢ von V heifit normal <= @* o ¢ = @ o @* gilt.
5.10 Bemerkung. Jede selbstadjungierte Abbildung ist normal.

5.11 Proposition. Es sei ¢ € Endk (V). Dann ist ¢ genau dann normal, wenn

fiir alle vyw € V.
Beweis: Fiirv,w €V gilt

(e(v),o(w)) = (v, @ 0 0(w))
und

Togt(w)) = (v, @o9"(w)).

=@ nach_Aufgabe 5.1

(*(v), 0" (W) = (n @
Nach dem Lemma von Riesz gilt

(e(v),0(w)) = (@"(v), 9" (W)) VvweV = (n@ o(w)) = (vpop (w) VweV
Bié%(p*O(p(w):(po(p*(w) Yw e V. O
5.12 Korollar. Sei ¢ ein normaler Endomorphismus von V. Dann gelten

a) ker(¢@) = ker(¢*).

b) v ist genau dann Eigenvektor von ¢ mit Eigenwert A, wenn v Eigenvektor von Q* ist mit Eigenwert

A.

c) Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal aufeinander.

Beweis: a) FirveV gilt
loM)Il = lle™ (vl

und somit folgt a).

b) Essei y:= A -idy —¢. Es gilt w € Endk (V). Nach Ubung 5.1 gilt y* = A -idy —¢*. Wegen

vioy=(A-idy —@*)o(A-idy —@) =A-A-idy —Ap —Ap* + @ 0
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und

Yoy  =AL-idy —AQ — 19" +@oo*

ist auch ¥ normal. Mit a) folgt

ker(A -idy —¢@) =ker(A -idy —¢”)
und damit b).

c) Falls o(v) =Av, o(w) =uwund A # u

* b)
= A{v,w) = (@(v),w) = (v @"(w)) = u{v,w) = (v,w) = 0. 0
5.13 Korollar. Selbstadjungierte Endomorphismen haben nur reelle Eigenwerte.

Beweis: Im Fall K = R sind sowieso alle Eigenwerte reell. Also OBdA K = C. Sei A ein Eigenwert
von der selbstadjungierten Abbildung ¢ : V — V mit Eigenvektor v. Weil selbstadjungierte Abbildung
normal sind, konnen wir Korollar 5.12 anwenden und schlief3en, dass v ein Eigenvektor von ¢* zum
Eigenwert 1. Wegen @ = ¢@* ist also v ein Eigenvektor von ¢ zum Eigenvektor A. Also gilt

Av=0*(v)=0()=Av
und damit (A —A)v=0. Wegenv#0=—=21 -1 =0,dh. 1 €R. O
Der wichtigste Satz in diesem Abschnitt ist der Spektralsatz fiir normale Abbildungen.
5.14 Theorem. Sei ¢ € Endk (V). Dann sind folgende Bedingungen diquivalent.
(i) @ ist normal und das charakteristische Polynom zerfdllt vollstindig in Linearfaktoren.
(ii) Es existiert eine Orthonormalbasis von 'V aus Eigenvektoren bzgl. ¢.

Beweis: ,,—>“ Mit Induktion nach n = dim(V'). Der Fall n = 0 ist trivial. Wem dabei unwohl ist,
darf den Induktionsanfang bei n = 1 machen. Dieser Fall ist ebenfalls trivial, da jeder Endomorphis-
mus eines 1-dimensionalen Vektorraums ein Vielfaches von idy ist. Induktionsschritt ,n — 1 — n*.
Es sei ¢ € Endg (V) normal und x,(x) zerfalle vollstindig in Linearfaktoren aus K[x]. Zu zeigen ist
(ii) fiir @. Weil x(x) in Linearfaktoren zerfillt, gibt es eine Nullstelle A; von X (x). Nach Propositi-
on VII.3.9 sind die Nullstellen von X, (x) gerade die Eigenwerte von ¢ und damit ist A; ein Eigenwert
von @. Sei e ein Eigenvektor zum Eigenwert A;. Nach Korollar 4.7 gilt

V =Ke; & (Kel)J‘.
Fiirw € W := (Ke;)* gilt

- w e 1
(@w),er) = (w, 0 (e1)) "2 (w, Zrer) = A (wyer) "= 0.

Es folgt (w) € (Ke;)* = W. Also induziert ¢ einen Endomorphismus
y: W =W, we— ow).

Nach Proposition VIL.4.5 ist Yy (x) ein Teiler von ), (x) und zerfillt somit vollstindig in Linearfak-
toren in K[x]. Wenn wir das Skalarprodukt ( , ) von V auf W einschrinken, muss ¢*(w) = y*(w)
gelten fiir alle w € W, denn

(W(wi),w2) = (@(w1),w2) = (w1, 0" (w2))  wi,wa € W.
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Aber damit folgt sofort, o y* = y* o y durch Einschrinkung der Identitdt ¢* o ¢ = @* o @. Also
ist auch y normal. Wegen dim(W) = n— 1 (siehe Korollar 4.7), kénnen wir die Induktionsannahme
auf y anwenden. Somit existiert eine Orthonormalbasis ey, . ..,e, von W aus Eigenvektoren bzgl. y.
Weil y = @|w, miissen ey, ..., e, auch Eigenvektoren von ¢ sein. Wenn wir e¢; noch normieren, dann
ergibt ey, ..., e, eine orthogonale Familie in V aus normierten Eigenvektoren. Nach Korollar 4.3 muss
das eine Basis von V sein. Also ist ey, ...,e, eine Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren bzgl.
¢. Mit vollstiandiger Induktion gilt (i) = (ii).

.<="“Sei ey, ...,e, eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren bzgl. ¢ . Also gilt ¢(w;) = Aje; fiir
den Eigenwert A; von ¢. Dann ist die zu ¢ gehdrige Matrix A bzgl. der Basis ey, ..., e, gleich

M 0
0 A

mit Ay,...,A4, € K, die nicht paarweise verschieden sein miissen. Aus Proposition 5.5 folgt, dass die
zu @* gehorige Matrix gleich
— o0
A = T, .
0 Ay

ist. Da Diagonalmatrizen trivialerweise miteinander kommutieren, gilt AA' = A'A. Das sind aber die
Matrizen von @ o ¢* bzw. @* o ¢ bzgl. ey, ..., e, (siche Proposition V.1.13) und damit ist ¢ normal.
Weiter gilt o (x) = (x — A1) - (x — A,). Also folgt (i) aus (ii). O

5.15 Korollar. Es sei ¢ € Endc (V) eines endlich dimensionalen komplexen Vektorraums. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

a) @ normal.
b) 3 Orthonormalbasis von V aus Eigenvektoren zu .

Beweis: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Theorem VII.1.8) zerfillt jedes nicht-konstante
komplexe Polynom vollstdndig in Linearfaktoren. Insbesondere gilt das fiir das charakteristische Po-
lynom x, (x). Also folgt a) <= b) nach dem Spektralsatz (Theorem 5.14). ]

5.16 Proposition. Sei ¢ € Endg (V) fiir einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum mit Skalarpro-
dukt (, ). Dann gilt:

a) ker(¢*) = (V)"
b) ker(¢) = ¢*(V)™.
Beweis: Weil ( , ) positiv definit ist, gilt:

weEker(@*) <= 0" (w) =0<= (n,0"(w)) =0VWeV
= (), W) =0WeV <= wec (V).

Das zeigt a). Teil b) folgt aus a), wenn man @* statt ¢ benutzt und dann ¢** = ¢ beniitzt (Ubung
5.1). O]

6. Isometrien

Eine Isometrie in R? ist entweder eine Drehung mit Zentrum 0 oder eine Geradenspiegelung an einer
Geraden durch 0. In diesem Abschnitt verallgemeinern wir diese Betrachtung auf endlich dimensio-
nale K-Vektorrdaume mit Skalarprodukt. Wie immer ist K € {R,C}.

Es seien (Vi,(, )1) und (Va,(, )2) endlich dimensionale K-Vektorrdaume mit Skalarprodukt.
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6.1 Definition. Eine Isometrie von (Vi,(, )1) nach (Va,(, )») ist eine K-lineare Abbildung ¢: V| —
V5 mit
<(P(V), (P(W)>2 = <V7 W>1
fiir alle v,w € V.
6.2 Proposition. Folgende Bedingungen sind dquivalent fiir eine lineare Abbildung ¢: V) — Va:
a) @ ist eine Isometrie;
b) [loMl2= [l vveV
wobei || ||; die Norm zum Skalarprodukt ( , ); ist (i =1,2).

Beweis: a) —>b)

o)z = ((@(v),@(v))2)"? (o)1) 2 =y

¢ Isometrie

b) = a) Analog zu oben folgt
<(P(V), (p(v)>2 = <Va V)l
fiir alle v € V (aus b)). Im Fall K =R gilt

((v+w,v+w) = (vv)1 = (w,w)i) (VIIL4)

| =

(vyw); =

und analog fiir (, ), erhilt man

(@), (w)2 = %(<<p(v+w)7 P+ w))2 = (9(v); ()2 = (9(w), p(w))2)-

Zusammen mit obigen Identititen ergibt sich

(@), p(w))2 = %(<V+W,V+W>1 =)= (ww)i) = (wr.

Im Fall K = C konnen wir statt (VIII.4) die Polarisationsidentitit

1
(v,w) = Z(<V+W,V+W>1 —(v=wy—w) +i(v+iwv+iw) —i(v—iw,v—iw);)

aus Aufgabe 4.4 benutzen und dann analog schlielen, dass ¢ eine Isometrie ist. O

6.3 Proposition. Sei V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt { , ) und n =
dim(V'). Weiter sei ¢ € Endg (V) mit Matrix A bzgl. der Orthonormalbasis ey, ..., e,. Folgende Be-
dingungen sind dann dquivalent:

a) @ ist eine Isometrie;

b) [loM)ll = vl VveV, wobeil| || = Norm zu ( ,);

c) ¢(er),...,9(e,) ist Orthonormalbasis von V;

d) ¢ ist eine Isomorphismus und ¢~ = @*;

¢) AcGL(n,K) und A~' =A;

f) Die Spalten von A sind orthonormiert bzgl. dem Standardskalarprodukt auf K";

g) Die Zeilen von A sind orthonormiert bzgl. dem Standardskalarprodukt auf K".
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Beweis: a) <= b) Folgt aus Proposition 6.2 im Spezialfall V = V| = V,.

a) =c¢) (@(e;), @(e;)) = (ei,ej) = ;. Alsoist @(ey),. .., ¢(e,) orthonormierte Familie der Linge
n = dim(V). Nach Korollar 4.3 ist damit ¢(e;), ..., ¢(e,) eine Basis von V.

c) = f) Sei a; der j-te Spaltenvektor von A. Weiter bezeichnen wir mit ( , )4 des Standard-
Skalarprodukt auf K". Dann gilt

n n
0;j = (p(er), p(e))) et oA <Z agieg, Y ahj€h> Z agian; eg,eh Z apilnj = (@i, aj)su

) ' g=1 h=1 gh=1

f) = e) Es gilt A'-A =E, und mit Proposition V.2.5 folgt A~! = A

e) = d) Folgt aus Proposition 5.5.

a) =) (9(1).9(w)) = (1.9" 0 P(w)) = ().

e) <= g) Beachte, dass g) dquivalent ist zu A- A = E, und damit folgt die Behauptung. O

6.4 Bemerkung. Im Fall K= R (bzw. K = C) nennen wir eine [sometrie ¢ : V — V eine orthogonale
(bzw. unitiire) Abbildung. Weiter heit A € GL(n,R) mit A~! = A’ eine orthogonale Matrix. Analog
heift A € GL(n,C) mit A~! = A’ cine unitiire Matrix.

Wir erinnern daran, dass invertierbare lineare Selbstabbildungen Automorphismen heifen. Es sind
also die invertierbaren Elemente aus dem Endomorphismenring (End(V), o) und deshalb bilden die
Automorphismen von V eine Gruppe bzgl. der Komposition von Selbstabbildungen. Sie heifit die
Automorphismengruppe von V und wir mit Autg (V) bezeichnet. Wenn man eine feste Basis von V
wihlt, dann gehort zu jedem ¢ € Endg (V) eine Matrix und dabei entspricht die Autg (V') der Gruppe
GL(n,K). Wir werden zeigen, dass orthogonale (bzw. unitire) Abbildungen eine Untergruppe von
Autg (V) bilden und entsprechend bilden orthogonale (bzw. unitire) Matrizen eine Untergruppe von
GL(n,K).

6.5 Proposition. Die Isometrien eines K-Vektorraums V mit Skalarprodukt bilden eine Gruppe bzgl.
der Komposition und Selbstabbildung.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass Isometrien eine Untergruppe von Autgk (V') bilden. Aus Propositi-
on 6.3 folgt, dass jede Isometrie auch wirklich in Autg (V') enthalten ist. Offensichtlich ist idy eine
Isometrie und damit ist das Neutralelement von Autg (V) eine Isometrie. Wir zeigen nun, dass die
Verkniipfung zweier Isometrien ¢y, ¢, wieder eine Isometrie ist. Es gilt

(@10@2(v),91002(w)) = (@2(v), @2(w)) = (v,w)

fiir alle v,w € V. Also ist auch @ o @, eine Isometrie. Wir miissen noch zeigen, dass die Inverse ¢!
einer Isometrie wieder eine Isometrie ist. Es gilt

(7', 'w)) = (@7 (V). 00~ (W) = (v,w)

¢ Isometrie

fiir alle v,w € V. Also bilden die Isometrien von V eine Untergruppe von Autk (V) und damit auch
eine Gruppe wie gewlinscht. 0

6.6 Theorem. Jeder endlich dimensionale K-Vektorraum V mit Skalarprodukt { , ) ist isometrisch
isomorph zu K" mit Standard-Skalarprodukt ( , )gq und n := dim(V).

Beweis: Nach Theorem 4.6 existiert Orthonormalbasis e, ...,e, von V. Wir wihlen als [somorphis-
mus @: V — K" die Koordinatenabbildung bzgl. ey,...,e,. Wir miissen zeigen, dass ¢ eine Iso-
metrie ist. Seien also v,w € V mit Koordinatendarstellung v = Y7 | dje;, w = Z;?:I Uje;. Dann gilt
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M H
o(v) = ( : ) und @(w) = < : > nach Definition. Wegen
IJ’IZ

ist @ eine Isometrie wie gewiinscht. O
6.7 Proposition. Sei G die Basiswechselmatrix von einer Orthonormalbasis ey, ... e, Zu einer wei-
teren Basis vi,...,v, von V. Dann ist G genau dann orthogonal (bzw. unitir), wenn vy, ... ,v, eine

Orthonormalbasis ist.

Beweis: Sei ¢ € Endg (V) gegeben durch die Vorschrift, dass ¢(e;) = v; fiir i = 1,...,n. Dann ist
die Matrix A von ¢ bzgl. der Basis ey, ..., e, gleich der Basiswechselmatrix von vy, ... v, zur Basis
e1,...,e, (vgl. Bemerkung V.4.3). Also gilt A = G~! (Korollar V.4.5). Nach Proposition 6.3 gilt A

orthogonal (bzw. unitir) <= A=A = vi =@(e1),...,vu = @(e,) Orthonormalbasis von
Def Proposition 6.3

V. Nach Bemerkung 6.4 bilden die orthogonalen (bzw. unitiren) Matrizen eine Gruppe, d.h. A ist
orthogonal (bzw. unitir) <= G = A~! orthogonal (bzw. unitir). Damit folgt die Behauptung. O

Der Spektralsatz fiir unitire Abbildungen lautet:

6.8 Theorem. Sei (V,( , )) ein unitirer Vektorraum und ¢ € Endc (V). Dann ist ¢ genau dann

eine unitdre Abbildung, wenn es eine Orthonormalbasis ey, ... e, von V gibt mit ¢(e;) = Aje; und
|Aj| =1Vj=1,...,n. Insbesondere ist ¢ dann diagonalisierbar und alle Eigenwerte von ¢ haben
Betrag 1.

Beweis: ,,—>* Sei @ unitir. Dann ist ¢ normal wegen

pogp =pop l=idy =9 lop=¢'0p

Nach dem Spektralsatz fiir komplexe normale Abbildungen (Korollar 5.15) gibt es eine Orthonormal-
basis ej,...,e, von V mit ¢(e;) = Aje; fiir j=1,...,n. Da ¢ eine Isometrie ist, gilt

L= llejll = llotep)l = l14ze;]l = [Aillle;ll = |41

ONB
,<="Esseiej,...,e, eine Orthonormalbasis von V mit ¢(e;) = Aje; und |A;| =1 fir j=1,...,n.
Bzgl. der Orthonormalbasis ey, ..., e, hat @ die Darstellungsmatrix
M 0
A = ..
0 An

Weil A-A' = E,= AA gilt, muss A eine unitdre Matrix sein. Also ist ¢ eine unitire Abbildung nach
Proposition 6.3. Dies zeigt "<=". Weil alle Eigenwerte von ¢ in der Diagonalen von A auftauchen,
ist jeder Eigenwert von der Form 4;, also folgt auch die letzte Behauptung. O

6.9 Lemma. Jedes normierte reelle Polynom p(x) € R[x] \ R ldisst sich in R[x| faktorisieren durch

px) =(x—=A1)--(x—2Ap) - q1(x) - gs(x) mit Ay,..., A € Rund q;(x) = (x — u;j)(x — @) fiir u; €
C\Rund j=1,...,s. Die Faktorisierung von p(x) ist eindeutig bis auf Vertauschung.

Beweis: Die Existenz folgt aus Aufgabe 1.1. Die Eindeutigkeit folgt aus der Eindeutigkeit der kom-
plexen Nullstellen mit ihren Vielfachheiten (Korollar VII.4.1). L]
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6.10 Beispiel. Wir studieren orthogonale Abbildungen zuerst im 2-dimensionalen Fall. Nach Theo-
rem 6.6 diirfen wir V = R? mit dem Standardskalarprodukt annehmen. Eine orthogonale Abbildung
@ € End(IR?) ist damit durch eine eine orthogonale 2 x 2 Matrix A gegeben.

1. Fall: Das charakteristische Polynom y4 (x) zerfillt in Linearfaktoren in R[x]. Also gilt x4 (x) =
(x —A1)(x — A2) mit A;,A; € R. Eine orthogonale Abbildung ist normal (analog zum Beweis von
Theorem 6.8). Also konnen wir den Spektralsatz 5.14 fiir unser ¢ anwenden (weil y, zerfillt). Also
gibt es eine Orthonormalbasis vy, v, von R? mit @(v;) = A,v; fiir j = 1,2. Weil @ eine Isometrie ist,
gilt |A;| = 1 analog zum Beweis von Theorem 6.8. Also folgt A; € {—1,1}. Bis auf Vertauschung der
Basisvektoren haben wir folgende orthogonale Abbildung im 1.Fall:

A | A2 || Matrix bzgl.vy, v, o)

1|1 (29 Identitit

I . Geradenspiegelung an Ry,
—1] -1 ( _01 91 ) Punktspiegelung an 0

2. Fall: x4 (x) zerfillt nicht in Linearfaktoren aus R[x]. Wir wenden dann einen wichtigen Trick an,
den man Komplexifizierung nennt. Wir betrachten die reelle orthogonale Matrix A als komplexe
2 x 2 Matrix. Wegen A" = A" =A"ist A eine unitire 2 x 2 Matrix. Nach dem Spektralsatz (Theorem
6.8) gibt es eine Orthonormalbasis wy,w; € C? mit Aw; = A;w; fiir j = 1,2 und |A;] = 1. Es gilt

2a(x) = (x— A1) (x — 42)
und nach Annahme im 2.Fall 4; ¢ R (OBdA). Weiter haben wir

AW = AW =A-w =w =AW
A reell
Es folgt Ay = A, ¢ R? und wy ist eine Eigenvektor zu A, und damit ein Vielfaches von w,. Wir
ersetzen wy durch wy, d.h. wir nehmen w, = wy an. Dann bleibt w{,w; eine Orthonormalbasis aus
Eigenvektoren. Wir setzen

1
vii=—=Wi+wa), w:

1
V2 T Vo
Wir definieren jetzt fiir u € C? folgendes Re(u) := (EZEZS) und analog Im(u) := (EEZ;;) Wegen
wy = Wy gilt vi,v, € R? (da wi +w, = 2Re(w;) und 1(wy —wz) = 2Im(wy)). Wir zeigen zuerst,
dass vy, v, eine Orthonormalbasis von R? ist:

(Wl —Wz).

1

11 1
<V17V1>:§ I -

3 - ((wi,wi) 4 (wa,wa)) =1

((wi,wi) 4+ (wa,wa)) =1, {v2,v2) = —i

<V1,V2> = —%(<W1 7W1> — <W2,W2>) =0.

Also ist v{, v, eine orthonormierte Basis von R2 nach Korollar 4.3. Durch Vertauschen diirfen wir
annehmen, dass die Basis orientiert ist, dh. det(v;v2) > 0. Wir bestimmen jetzt die Matrix B von ¢
bzgl. dieser Basis vy, v;.

1 _
o(v1) = 2(/11W1 + Aiwr)

()L] Re(wl) + i)L] Im(w1 ) +)T1Re(w1) — i)Tllm(wl ))

((11 —i—)T]) RC(W1) —i—i(ﬂ,l —T]) Im(wl))
ll)vl —Im(}L])VZ.

SI=SI-S

=

€
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Analog findet man

(p(VQ) = Im(/ll)vl +RC(7L])V2.

Nun benutzen wir die Polardarstellung A; = cos(a) +isin(a) von A;:

M = cos(a) +isin(o)

Somit gilt

B < cos(a) sin(oc))

—sin(a) cos(a)

und es handelt sich also bei ¢ um die Drehung um den Winkel —o mit Zentrum 0. Dabei ist @ # 0
(mod 7),da Ay ¢ R.

6.11 Theorem. Sei ¢ € Endgr (V) fiir den euklidischen Vektorraum (V,( , )). Dann ist ¢ genau dann
eine orthogonale Abbildung, wenn es eine Orthonormalbasis v1,...,v, von 'V gibt so, dass die Dar-
stellungsmatrix von @ die Form

1

0

1
cos(oy)  sin(oy)
—sin(a;) cos(a)

O | cos(ay)  sin(ay)

—sin(oy) cos(ot)
hat mit 0 < o) < ap < --- < o < . Diese Darstellung ist eindeutig.

Beweis: Nach Theorem 6.6 diirfen wir OBdA annehmen, dass V = R" und ( , ) = Standardskalar-
produkt. Wir argumentieren mit Induktion nach n = dim(V). Der Fall n = 1 ist trivial, da ¢ dann
gleich idy oder ¢ = —idy ist.

.1 — 1 — n“: Falls ¢ einen reellen Eigenvektor A; mit Eigenvektor v| hat, dann gilt |4;| = 1, weil
¢ eine Isometrie ist. Also gilt A} = —1 oder A; = 1. Wie im Beweis von Theorem 5.14 folgt

V=Rvi&® (RVI)J‘

und weiter sind das ¢-invariante Unterrdume. Deshalb schrinkt sich ¢ zu einem Endomorphismus
v: W — W fiir W := (Rv;)* ein. Schriinken wir das Skalarprodukt auf W ein, dann ist y eine ortho-
gonale Abbildung. Wegen dim(W) = dim(V) —dim(Rv; ) = n— 1 diirfen wir die Induktionsannahme

benutzen. Also gibt es eine Orthonormalbasis von v,,...,v, von W so, dass ¥ eine Kistchenform B
hat. Dann hat ¢ bzgl. der Orthonormalbasis vy,...,v, die Kdstchenform A = (iol g) wie gewiinscht.
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Falls ¢ keinen reellen Eigenwert hat, dann komplexifizieren wir ¢ wie in Beispiel 6.10. Sei A die
reelle n x n Matrix, die ¢ bzgl. der Standardbasis ey, ..., e, darstellt. Dann sieht die Komplexifizierung
von ¢ folgendermallen aus:

oc: C"—=C"A—A-A.

Da A = A ist, folgt A~ = A (weil A orthogonal ist). Also ist ¢¢ eine unitire Abbildung. Nach
Theorem 6.8 hat @c einen Eigenvektor w; zu einem Eigenwert A; mit [A;| = 1. Es gilt Aw; = A;w;.

=AW =AW =A-w = 4w :TIWI
Also ist A; Eigenwert von ¢¢ mit Eigenvektor wi. Weil @ nach Annahme keine reellen Eigenwerte
hat, muss A; € C\ R gelten und damit folgt A; # A,. Jede unitidre Abbildung ist normal (siche Beweis
von Theorem 6.8). Fiir solche Abbildungen wissen wir aus Korollar 5.12 c), dass Eigenvektoren zu

verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind. Also folgt wy L wi. Wir normieren w; auf 1 und damit
hat auch w; :=wy die Norm 1. Wie im Beispiel 6.10 definieren wir

1
V2-i

V] i= 7(W1 +W2), V) = (Wl —Wz).

V2

RG(W“) Im(Wll)
Wir erinnern daran, dass Re(w;) := : € R" und Im(wy) := : € R". Wieder gilt
Re(Wln) Im(wln)
vi =V2Re(w;) €R", vy =+2Im(w;) € R".

Wie im Beispiel 6.10 sieht man ein, dass vy, v, orthonormale Vektoren sind. Wir definieren U :=
Rv; @ Rv,. Offensichtlich ist U ¢-invariant. Nach Beispiel 6.10 wird U AN bzgl. der Orthonormal-

basis vi, v, durch die Matrix
cos(oy) sin(oy)
B = .
—sin(a;) cos(a)

dargestellt mit o €] — 7w, [\ {0} bestimmt durch
A =cos(oy) +isin(ay).
Falls a ¢]0, 7], dann vertauschen wir v; und v, und erhalten die Matrix

<cos(a1) —sin(oq)) _ ( cos(a) sin(a{))

sin(a;)  cos(oy) —sin(at;) cos(o)
fiir o] := —a; €]0, 7[. Wir betrachten wieder die Zerlegung
V=UaU".

Weil ¢ orthogonal ist, muss @(U+) C U~. Damit induziert ¢ wieder eine orthogonale Abbildung
v: Ut — Ut Wegen dim(U+) = dim(V) — dim(U) = n — 2 diirfen wir verbesserte vollstindige

Induktion anwenden. Also gibt es eine Orthonormalbasis vs,...,v, von UL so, dass y durch die
Kistchenform C dargestellt wird. Dann wird ¢ bzgl. der Orthonormalbasis vy, v,,vs,...,v, durch die
Matrix

cos(oy) —sin(oy)
sin(et;)  cos(ay)
0 c
dargestellt. Durch Umordnen der 2 x 2 Késtchen konnen wir die Bedingung 0 < oy < ap < -+ <
o, < 7 erreichen. Also haben wir eine Kistchenform wie gewiinscht.

Wir haben gezeigt, dass jede orthogonale Abbildung eine Késtchenform hat. Nun nehmen wir um-
gekehrt an, dass ¢ Kistchenform A bzgl. der Orthonormalbasis vy,...,v, hat. Da die Zeilen von A
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orthonormiert sind, muss ¢ eine orthogonale Abbildung (siehe Proposition 6.3). Es bleibt die Eindeu-
tigkeit der Késtchenform zu zeigen. Dazu betrachten wir das charakteristische Polynom.

—det(x-E, —A) = (x—1)4- (x b . x—cos(o;)  —sin(et;)
Xp(x) = det(x-E, —A) = (x = 1)%- (x+1) jl;lld t( sin( ;) x—cos(O‘j)>

=(x—1)* (x+ l)b ﬁ(xz —2cos(aj)x + 1).
j=1

Nach Lemma 6.9 sind diese Faktoren eindeutig, denn die Nullstellen cos(aj) +-isin(«;) der quadra-
tischen Polynome sind nicht reell. Damit sind a,b, s = n —a — b durch ¢ eindeutig bestimmt. Weil
der Kosinus eine streng monoton fallende Funktion auf ]0, 7] ist, muss auch «; eindeutig durch den
quadratischen Faktor x> —2cos(@;)x + 1 bestimmt sein. Also ist die Késtchenform durch ¢ eindeutig
bestimmt. t

6.12 Beispiel. Wir benutzen Theorem 6.11, um die orthogonalen Abbildungen eines 3-dimensionalen
euklidischen Vektorraums eindeutig zu klassifizieren. Wieder OBdA V = R?, (| ) = Standardskalar-
produkt. Wenn wir o € [0, 7] in der Késtchenform zulassen, erhalten wir folgende Fille:

Késtchenform ‘ komplexe Eigenwerte ‘ Interpretation

0 0 isi

0 cos(a) sin(ax) I, cos(a) '+.151n((x), Drehung mit Achse entlang dem EV v,

0 —sin(e) cos(a) COS((X) - ISIH(OZ)

-0 0 —1,cos(a) +isin(a@), Drehung mit Achse entlang dem EV v; ver-
0 cos(a) sin(a) . . s N

0 —sin(a) cos(er) / | cos(or) —isin(a) kniipft mit Spiegelung an der Ebene {v; }

Beim zweiten Typ spricht man von einer Drehspiegelung. Beachte, dass dabei die Reihenfolge der
Verkniipfung keine Rolle spielt wegen

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cos() sin(fa) | =0 1 O0]-[0 cos(ax) sin(a)
0 —sin(a) cos(o) 0 0 1 0 —sin(a) cos(a)
1 0 0 -1 0 0
=0 cos(ax) sin(a)|-[ 0O 1 0
0 —sin(a) cos(a) 0 01

Dabei rechnet man immer im Koordinatensystem bzgl. der Orthonormalbasis vy,v;,v3 aus Theo-
rem 6.11. Wenn man den Drehwinkel bestimmen will, sollte man eventuell v,,v3 vertauschen, damit
V1, V2, V3 eine positiv orientierte Basis bilden (d.h. det(vy,vp,v3) > 0). Dann ist —a der Drehwinkel
um die Achse nach Beispiel 6.10.

7. Selbstadjungierte Abbildungen

Selbstadjungierte Abbildungen spielen in der Theorie der Endomorphismen die Rolle der reellen
Zahlen. Wir werden in diesem Abschnitt die fiir Anwendungen wichtige Hauptachsentransformation
in diesem Zusammenhang herleiten.

Es sei dabei immer V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum mit Skalarprodukt ( , ).

7.1 Theorem. Sei ¢ € Endk (V). Dann sind folgende Aussagen dquivalent.
a) o ist selbstadjungiert;

b) 3 Orthonormalbasis vy, ...,v, von'V mit Ajv; = @(v;) und A; € R fiir alle j=1,...,n.
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Beweis: ,,— Wir zeigen zuerst, dass das charakteristische Polynom x(x) vollstindig in Linear-
faktoren zerfillt. Falls K = C, gilt dies nach dem Fundamentalsatz der Algebra (Korollar VII.1.9).
Falls K = R benutzen wir dazu, dass ¢ = ¢*. Durch die Wahl einer Orthonormalbasis ey, ..., e, fiih-
ren wir das Problem der Faktorisierung auf den Fall V = R” mit dem Standardskalarprodukt zuriick
(Theorem 6.6). Sei A die Darstellungsmatrix von @, d.h. ¢(A) =A-A. Dann gilt A = A" wegen ¢ = @*
(Korollar 5.7). Wenn wir A als komplexe n x n Matrix auffassen, dann gilt

Xop(x) = xa(x) = (x= A1) -+~ (x = An)

nach dem Fundamentalsatz der Algebra mit A; € C. Nach Korollar 5.13 gilt sogar A; € R. Also zerfillt
Xo(x) vollstindig in Linearfaktoren aus R[x]. Weil ¢ eine selbstadjungierte Abbildung ist, muss sie
normal sein. Nach dem Spektralsatz 5.14 gibt es eine Orthonormalbasis vy, ..., v, aus Eigenvektoren.

Nach Korollar 5.13 sind alle Eigenwerte reell. Dies zeigt b).
M 0

,»<=" Die Darstellungsmatrix A von ¢ bzgl. vi,...,v, hat die Form A = < > und somit gilt

0 An
A =A'. Nach Korollar VIIL5.7 ist ¢ selbstadjungiert, weil vy, ..., v, eine Orthonormalbasis ist. [

7.2 Korollar. Sei h eine hermitesche Form auf V. Dann existiert eine Orthonormalbasis vy,...,v,
von V bzgl. dem gegebenen Skalarprodukt { , ) so, dass h(vi,vj) =0Vi# j, d.h. vi,...,,v, ist eine
simultane orthogonale Basis bzgl. { , ) und h.

Beweis: Aus den Ubungen 5.2 und 5.3 gibt es eine selbstadjungiertes ¢ € Endy (V) mit

h(v,w) = {@(v),w)

fiir alle v,w € V. Nach Theorem 7.1 gibt es eine Orthonormalbasis vy,...,v, von V mit ¢(v;) = A;v;
fiir den Eigenwert A; und i = 1,...,n. Fir i # j gilt

h(vi,v) = (@(vi),v;) = (Avi,v;) = Ai{vi,v;) = 4;6;j = 0
wie gewlinscht. O

Zweiter Beweis: Nach Gram-Schmidt existiert eine Orthonormalbasis e, ...,e, von V bzgl. ( , ).
Sei H := (h(ei’ef))lgi,jgn die Matrix von h bzgl. €L, en. Nach 3.9 gilt H = H' und somit ist
die lineare Abbildung ¢@: V — V mit Darstellungsmatrix H bzgl. der Orthonormalbasis ey, ..., e,
selbstadjungiert (Korollar 5.7). Wir rechnen jetzt in den Koordinaten bzgl. dieser Basis und damit
wird ( , ) zum Standardskalarprodukt auf V = K”. Nach Theorem 7.1 hat ¢ eine Orthonormalbasis

vi,...,v, aus Eigenvektoren, d.h. ﬁvj =Ajv;mit A; € R.

= h(vi,v;) =vi-H - vj =vi-H-vj =vi Avj = (vi, Avj) = Ai{vi,vj) = 4835
Dies zeigt die Behauptung. O

7.3 Korollar. Sei H eine symmetrische (oder hermitesche) n X n Matrix. Dann existiert eine ortho-
gonale (bzw. unitdire) n x n Matrix U so, dass U - H-U~! eine reelle Diagonalmatrix ist.

Beweis: Wir betrachten den Endomorphismus
0. K'—>K'A—H-A

zu H. Wegen H = H' ist ¢ selbstadjungiert bzgl. dem Standardskalarprodukt auf K". Nach Theo-
rem 7.1 existiert eine Orthonormalbasis vi,...,v, aus Eigenvektoren zu reellen Eigenwerten A;, d.h.
H-v; = Ajv; mit A; € R. Nach Proposition 6.7 ist die Basiswechselmatrix von der Standardbasis
ei1,...,e, in die neue Basis vy,...,v, eine orthogonale (bzw. unitire) Matrix U. Nach Proposition

V.4.6 gilt
M 0
( > —U-H-U". O
0 A
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7.4 Beispiel. Wir betrachten die symmetrischen reellen Bilinearformen

b ; =X1y1 — X2)2
X2 Y2
X

by << 1> ) <y1>> = X1y1 —X1y2 —X2y1 +2x2)2
X2 Y2

auf V = R%. Wir suchen eine Basis vi,v, von R?, die bzgl. beiden Bilinearformen orthogonal ist.
Nun gibt der Beweis von Korollar 7.2 eine Verfahren, wie man eine solche Basis finden kann. Dabei
brauchen wir ein Skalarprodukt, sonst funktioniert das Verfahren nicht. Dafiir kommt b; nicht in

Frage, weil b; wegen
0 0
b =—1
(()-0))
nicht positiv definit ist. Aber es gilt

X x
by << 1), < 1)) =X =200 42065 = (x1 —x2)2 4+ X3
X2 X2

und damit ist b, positiv definit. Also definiert b, ein Skalarprodukt. Als nichstes brauchen wir eine
Orthonormalbasis wy,w, bzgl. b, damit wir eine symmetrische (bzw. hermitesche) Matrix fiir das ¢
erhalten. Wir benutzen Gram-Schmidt und wihlen wy := ((1)) Das ist schon normiert bzgl. b,. Weiter

e () (D) )m= (D) -n()= ().

Normiert ergibt sich

und

- pooN—=120 0
wa = by (wh,wh) 1/ 2wh = wh.

Also ist wy,ws eine Orthonormalbasis von R? bzgl. b,. Jetzt bestimmen wir die 2 X 2 Matrix H :=
(b1(wi,wj)) der symmetrischen Bilinearform b;. Es gilt

bi(wi,w1)=1 bi(wi,wy) =1 (11
bl(WQ,Wl):l bl(WQ,Wz):O - H= 1 0 ’

Wir benutzen, dass die symmetrische Matrix H die Matrix zum Endomorphismus ¢ aus dem Beweis
von Korollar 7.2 ist (braucht eine kleine Rechnung, die in Ubung 5.2/5.3 gemacht wird). Wir miissen
jetzt die Eigenvektoren zu H berechnen und und erhalten nach Theorem 7.1 eine simultan orthogonale
Basis. Wir suchen die Eigenvektoren v = (}!) zum Eigenwert 1.

(I—=A)x;1+ x=0

Hv=A1v < Lox) — As = 0

Mit dem GauB3-Algorithmus folgt

=2 1|0\ (0 (1-2)2+1]0
~A |0 1 —A 0)

Das hat genau dann eine nicht-triviale Losung wenn —A2 + A + 1 = 0 gilt. Also sind A, 2=

S

1+
2

die beiden Eigenwerte und zu A; gehort der Eigenvektor (’}‘) Nun muss man aufpassen, dass die-
se Eigenvektoren in den Koordinaten bzgl. der Basis wy,w, berechnet werden und nicht bzgl. der
Standardbasis. Also ergibt der Beweis von Korollar 7.2, dass

1 1 A +1 345
im0 ()= (1) ()
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und

1 1 A+ 1 3—V5
et () ()= (47)-(7)

7.5 Definition. Eine Matrix H € M (n x n,K) heif}t positiv definit, wenn sie die Matrix eines Skalar-
produkts auf einem endlich-dimensionalen K-Vektorraum bzgl. einer beliebigen Basis ist.

Nach 3.8 ist H genau dann eine positiv definite Matrix, wenn h(A, i) := A’ - H - [t ein Skalarprodukt
auf K" definiert. Insbesondere gilt H = H' fiir positiv definite Matrizen.

7.6 Korollar. Eine Matrix H € M(n x n,K) ist genau dann positiv definit, wenn H = H' und H nur
positive Eigenwerte hat (d.h. A > 0).

Beweis: Es gelte H = H'. Dann ist h(A, u) := A" H - U eine hermitesche Form auf K”. Nach dem
Beweis von Korollar 7.2 liefert eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von H eine simultane or-
thogonale Basis vy, ..., v, bzgl. dem Standardskalarprodukt und bzgl. 4 (vgl. auch Beispiel 7.4). Also
gilt h(v;,vj) = A;8;j. Seien iy, ... ., &, € K die Koordinaten von v € K" bzgl. der Basis vy, ..., v,. Dann
gilt
n n n n
h(V, V) = //I(Z o;v;, Z (XjVj) = Z ),iociﬁj&j = Z)LJOC,‘F.
i=1 j=1 ij=1 i=1

Also ist & genau dann ein Skalarprodukt, wenn alle A; > 0 sind. Dies zeigt die Behauptung. O

7.7 Theorem (Trigheitssatz von Sylvester). Sei h eine symmetrische Bilinearform (bzw. eine her-
mitesche Form) auf einem reellen (bzw. komplexen) Vektorraum der Dimension n < oo. Dann gibt es
eine Basis dieses Vektorraums so, dass die Matrix von h die Form

E,
—E; € M(nxn,K)
0

hat, wobei E,, Es die Einheitsmatrizen der Linge r und s bezeichnen. Die Zahlen r und s sind unab-
hingig von der Wahl der Basis.

Beweis: Wir konnen jeden K-Vektorraum V mit einem Skalarprodukt ( , ) versehen. Durch Wahl
einer Basis konnen wir einfach das Standardskalarprodukt von K" iibertragen. Nach Korollar 7.2 gibt
es also eine Orthonormalbasis vy,...,v, von V bzgl. (, ), die auch orthogonal bzgl. & ist. Weil & eine
hermitesche Form ist, gilt z(v,v) = h(v,v) und damit i(v,v) € R fiir jedes v € V. Durch Umordnen
konne wir annehmen, dass

>0 firj=1,...,r
h(vj,vj){ <0 firj=r+1,...,r+s
=0 firj=r+s+1,...,n

Ersetzen wir fiir j = 1,...,7-+s den Vektor v; durch |h(v;,v;)|~"/?v;, dann erhalten wir die gesuchte
Basis. Nun zeigen wir die Eindeutigkeit von r und s. Sei dazu v/,...,V, eine weitere Basis mit
E.
(h(vi,v}) = —Ey
0

Wir definieren folgende Unterrdume

V+:<V1,...,Vr>, VJ/r: <V/1,-~-,V;/>,
Vo= Vet ooy Vits), V= (Ve Vigg),s
Vo= (Vitst1s---5Vn), Vo i= (VpgitsesVi)-
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Dann gilt
VieV_eVy=V=V.aV. aV,.

Die besondere Gestalt der Matrix zu h zeigt sofort, dass
Vo={veV|hlvyw)=0VweV}=V,.
Da h auf V. positiv definit und auf V/ &V negativ semi-definit ist, folgt
VNV eV ={0}.
Also gilt, dass V. + (V! @ Vj) eine direkte Summe ist und somit

dim(Vy) +dim(V.) +dim(Vg) < n.

r s
Wegen ' + 5" +dim(V]j) = n, folgt also r < /. Aus Symmetriegriinden folgt ' > r und damit r = .
Mit
s=n—r—dim(Vp) =n—r —dim(Vy) =5

folgt die Behauptung. ]
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Kapitel IX.

Anwendungen in der Geometrie

1. Affine Raume

Vom geometrischen Standpunkt ist es unnatiirlich einen Ursprung und Koordinaten festzulegen. Das
fiihrt auf das Konzept der affinen Rdume, die man sich als Vektorrdume ohne festgelegten Nullpunkt
vorstellen sollte.

In diesem Abschnitt ist K ein beliebiger Korper.

1.1 Definition. Ein affiner Raum A iiber K ist eine Menge A zusammen mit einem K-Vektorraum
V4 und einer Vektorfunktion

AXA = Vi, (p,q) — PY

mit folgenden Axiomen
(1) Zu p € Aund v € V, existiert genau ein g € A mit ﬁ =V
2) ﬁ+q7 = ﬁfﬁr alle p,q,r € A.

Wir betrachten auch die leere Menge als affinen Raum, dazu gehort aber kein Vektorraum. Wir nennen
die Elemente von A Punkte. Beim Vektor ﬁ heifit p der Anfangspunkt und ¢ der Endpunkt.

1.2 Beispiel. Wir betrachten die euklidische Ebene E. Dann ist E ein affiner Raum mit Vi gleich dem
Vektorraum der Ortsvektoren mit vorgegebenem Anfangspunkt pg.

q\/p
Pod pob

p o P

Axiom (1). Gegeben sei p € Eund v € Vg. = v = poqj.

dlg \%
// \ p
\v4l
Po
Axiom (2).
% |
q
p

1.3 Definition. Fiir einen affinen Raum A definieren wir dim(A) = dim(Vy), falls A # 0, und dim(0) :=
—1.

Bekanntlich gilt pg + gF = pF-

1.4 Proposition. Fiir einen affinen Raum A und p,q € A gilt:
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a) ﬁ::o;
b) ﬁ:(ﬂ:)p:q;

¢) @b = —Ppq.

Beweis: a) ﬁ + ﬁ = ﬁ nach Axiom ) firp=¢g=r— ﬁ = 0 und damit a).

b) Nach a) gilt ﬁ =0 fiir p = ¢g. Nach Axiom (1) ist g aber eindeutig bestimmt und damit folgt b).

¢) ﬁ—kcﬁg)ﬁz)o. Damit folgt p = —pd. O
a

1.5 Definition. Eine Teilmenge B von A heif3t affiner Unterraum von A, falls fiir alle p € B die

Menge {p¢ | g € B} ein Unterraum von V; ist.

1.6 Bemerkung. Damit B ein affiner Unterraum von A ist, geniigt es zu zeigen, dass Vp := {ﬁ |q €
B} ein Unterraum von Vy ist fiir ein p € B. Weiter ist dann der Unterraum Vg unabhingig von der
Wahl von p.

Beweis: Wir nehmen an, dass es ein p € B gibt so, dass Vg = {ﬁ | ¢ € B} ein Unterraum. Es geniigt
zu zeigen, dass Vp unabhingig von der Wahl von p ist. Sei p’ € B ein weiterer Punkt und ¢ ein

beliebiger Punkt in A. Es gilt
H

—
—
Pa=pp+pi = —pp +pi.

2 140

H
Weil pp’ € Vp ist und weil V ein Unterraum von Vj ist, gilt
%
p'q € Vg < pl € Vp.
. —
Also gilt Vg = {p'q | ¢ € B}. O
1.7 Beispiel. Die affinen Unterrdume der euklidischen Ebene E bestehen aus @, Punkte, Geraden, E.

1.8 Proposition. Der Durchschnitt von einer Familie von affinen Unterrdumen von A ist wieder ein
affiner Unterraum von A.

Beweis: Es sei (B;);c; die Familie der affinen Unterrdume aus der Behauptung und B := (", B; . Fiir

p € Bgilt
{pglqeBy={pilqcBi}.
iel
Weil B; ein affiner Unterraum ist, muss {ﬁ | ¢ € B} ein Unterraum von V4 sein. Der Durchschnitt
von Unterrdumen eines Vektorraums ist bekanntlich wieder ein Unterraum. Damit folgt, dass B ein
affiner Unterraum ist. O

1.9. Nach Proposition 1.8 existiert fiir jede Teilmenge ¥ C A ein kleinster affiner Unterraum, der
Y enthilt. Dazu nehmen wir, wie im Fall der Vektorrdume, einfach den Durchschnitt aller affiner
Unterrdume, die Y enthalten. Der kleinste solche affine Unterraum wird mit (). bezeichnet und
heif3t der von Y erzeugte affine Unterraum.

1.10 Beispiel. Der von zwei verschiedenen Punkten erzeugte affine Unterraum in der euklidischen
Ebene E ist die Verbindungsgerade.
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2. AFFINE ABBILDUNGEN

1.11 Beispiel. Jeder K-Vektorraum V ist ein affiner Raum mit Vektorfunktion

VXV =V, (p.q)— ph:=q—p.
Wir priifen die Axiome des affinen Raumes.

(1) Sei p €V undv € V. Dann gilt
ﬁ:W:H]*PZ\M:H]:erv.
Damit existiert so ein g und es ist eindeutig.

) pG+qr=(qg—p)+(r—q)=r—p=7gr

1.12 Beispiel. Sei A € M(m x n,K) und b € K™. Dann ist der Losungsraum L des linearen Glei-
chungssystems A - x = b ein affiner Unterraum von K", wobei K" versehen wird mit der Standard-
struktur als affiner Raum aus Beispiel 1.11.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass fiir p € L die Menge {ﬁ | g € L} ein Unterraum von K" ist. Nach
Definition ist ﬁ =g — p. Also gilt

q6L<:>A-q:b@p::>§A(q—p):0.

Also gilt, dass {p¢ | g € L} = {g— p | g € L} der Lésungsraum des homogenen linearen Gleichungs-
systems A - x = 0 ist. Wir wissen aber, dass der Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungs-
systems ein Unterraum von K", O

1.13 Definition. Ein Koordinatensystem fiir einen endlich-dimensionalen affinen Raum A der Di-
mension 7 liber K besteht aus o, p1,...,p, € A so, dass 0_pl>, e ,0—>pn eine Basis von Vj ist. Dann heif3t
o der Ursprung und py, ..., p, sind die Einheitspunkte.

1.14. Wenn wir so ein Koordinatensystem haben, dann hat jedes p € A eine eindeutige Darstellung

0? =Y.« jo—p; mit geeigneten o/; € K. Wir nennen ¢, ..., @, die Koordinaten von p.
1.15 Propeosition. Sei o', p),...,p, ein weiteres Koordinatensystem fiir A. Dann gibt es genau eine

nxn Matrix T und ein A € K" so, dass der Koordinatenvektor o € K" von p € A bzgl. dem alten
Koordinatensystem o, py, ..., p, sich folgendermaflen in den Koordinatenvektor o € K" von p bzgl.
dem neuen Koordinatensystem umrechnen Idisst:

o =T o+ A

Beweis: Ubung 8.2. O

2. Affine Abbildungen

Eine affine Abbildung zwischen affinen Riumen muss man sich als lineare Abbildung + Translati-
on vorstellen, wobei man dabei jeweils einen Ursprung fixiert hat, um eine Vektorraumstruktur zu
erhalten. Wir werden dies intrinsisch studieren.

In diesem Abschnitt sind A, B affine Rdume tiber dem Korper K.

2.1 Definition. Eine Abbildung ¢: A — B heifit affin, wenn es eine lineare Abbildung ¢: V4 — Vg

gibt mit
0(7) = ¢(p)9(d)

fiir alle p,g € A.
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2.2 Proposition. Fiir jede lineare Abbildung y: Vi — Vg und (po,qo) € A X B gibt es genau eine
affine Abbildung @: A — B mit ¢ = y und ¢(po) = qo.

Beweis: Fiir p € A gibt es genau ein ¢ € B mit go§ = ¥(pop) nach Axiom (1) fiir den affinen Raum
B. Wir setzen ¢(p) := q. Es gilt y(popo) = y(0) = 0. Da g = go das einzige g € B ist mit 904 =0,
folgt @(po) = qo. Es bleibt zu zeigen, dass

v(pip3) = @(p1)e(p2
fiir alle py, py € A.
@(p1)9(p2) = (p1)P(po) + ¢(po)9(p2) = —w(popi) + w(pop3)

= y(—popi +pop2) = W(p1po+ pops) = V(p1p3)-

Dies zeigt die Existenz einer affinen Abbildung y mit den geforderten Eigenschaften und die Eindeu-
tigkeit folgt aus der Konstruktion. O

2.3 Proposition. Fiir eine affine Abbildung @: A — B gelten folgende Eigenschaften:
a) @ ist injektiv (bzw. surjektiv) genau dann, wenn @ injektiv (bzw. surjektiv) ist;
b) C dffiner Unterraum von A = @(C) affiner Unterraum von B;

¢) D affiner Unterraum von B = ¢~ (D) affiner Unterraum von A.

Beweis: Siehe Ubung 8.3. O
2.4 Proposition. Essei ¢ : A — B eine Abbildung zwischen affinen Rdumen. Weiter seien o, py, ..., py
bzw. o', p,..., ., Koordinatensysteme von A und B. Dann ist ¢ genau dann eine affine Abbildung,

wenn es eine Matrix C € M(m x n,K) und ein ¢ € K™ gibt so, dass fiir alle p € A der Koordinaten-
vektor von @(p) gegeben ist durch C - @+ ¢, wobei a der Koordinatenvektor von p ist.

Beweis: ,,—>* Sei also ¢ eine affine Abbildung. Nach Definition gehort dazu eine lineare Abbildung
¢: V4 — V. Sei C die Matrix von @ bzgl. den Basen o_pl>, ... ,0_>pn von V4 und (7@, .. ,opj_)fn von Vj.
Nun ist der Koordinatenvektor von ¢(p) bzgl. dem affinen Koordinatensystem o', p!, ..., pj, gleich
dem Koordinatenvektor von

0'9(p) = 0'9(0) + 9(0)p(p) = o' 9(0) + $ ()

in Vp und somit gleich ¢+ C- o, wobei ¢ € K™ definiert ist als der Koordinatenvektor von ¢ (o) bzgl.
dem affinen Koordinatensystem o, p', ..., p,,. Dies zeigt diese Richtung.
,»<=" Sei die Abbildung ¢: A — B bzgl. den Koordinaten gegeben als K" > ot — C-a+c € K™.
Es sei y: V4 — Vj die lineare Abbildung, die bzgl. den Basen opf, ... ,op, von V4 und o’_p? ... W
. 5 . ) ) n 1 ) m
von Vp gegeben ist durch die Matrix C. Fiir p € A gilt dann, dass

0(0)9(p) = ¢(0)0' +0'9(p) = —0'p(0) +0'o(p)
durch den Koordinatenvektor
—(C-0+¢c)+(C-a+c)=C-a

représentiert wird, wobei o der Koordinatenvektor von p ist. Also folgt, dass y( @ ) Mit
Axiom (2) fiir affine Rdume folgt

Y(p4) = w(—0p+04) = —w(op) + y(04) = —9(0)p(p) + P(0)9(q) = P(p)P(g)
fiir alle p,g € A. Also ist ¢ eine affine Abbildung. O
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2.5 Definition. Ein affiner Isomorphismus ¢: A — B ist eine affine Abbildung, die eine affine
Umkehrabbildung hat.

2.6 Proposition. FEine affine Abbildung ¢ : A — B ist genau dann ein Isomorphismus, wenn @ bijektiv
ist.

Beweis: ,,—"Falls ¢: A — B ein affiner [somorphismus ist, dann gibt es nach Definition eine affine
Abbildung y: B — A mit ¢ o ¥ = idg und Yy o ¢ =id4. Damit muss ¢ bijektiv sein.

»<=" Sei @ eine affine Abbildung, die bijektiv ist. Weil ¢ bijektiv ist, gibt es eine Umkehrabbil-
dung y: B — A. Wir miissen zeigen, dass  affin ist. Nach Proposition 2.3 ist { eine bijektive lineare
Abbildung und damit ein Vektorraum-Isomorphismus. Also gibt es eine lineare Umkehrabbildung
g: Vg — Vu. Fiir p’. 4’ € B gilt

I e —

v(Pv(d) =god(v(Pv(d)) = s(ew(r)ew(d)) = &r'q) O
It  affin y=o

2.7 Proposition. Die Verkniipfung @ o W von affinen Abbildungen ist wieder eine affine Abbildung.
Weiter ist ida eine affine Abbildung.

Beweis: Ubung 8.4. O

2.8. Ein affiner [somorphismus ¢: A — A heiflit Affinitdt. Wir haben in Kapitel II gesehen, dass die
Menge der bijektiven Selbstabbildungen von A bzgl. o eine Gruppe bilden, die wir symmetrische
Gruppe von A nennen. Nach Proposition 2.6 und 2.7 bilden die Affinititen von A eine Untergruppe
der symmetrischen Gruppe von A. Wir nennen sie die affine Gruppe von A.

2.9 Beispiel. Seiv € V;. Fiir p € A = Jlg € A mit p§ = v. Wir definieren 7,(p) := ¢. Damit entsteht
eine Abbildung 7,: A — A, die man die Translation mit dem Translationsvektor v nennt. Wegen

.,(p) T (p2) = ©(p1)p1 + 1%(p2) = =15 (p1) + pips +p27v(l72;
=—Vv+pip2+tv=pip2

ist 7, eine affine Abbildung mit 7, = idy,. Die Umkehrabbildung ist offenbar die Translation mit —v
und somit ist jede Translation eine Affinitdt. Wegen

Toly =Tpw =Two T
bilden die Translationen von A eine abelsche Untergruppe der affinen Gruppe.

2.10 Proposition. Wir fixieren py € A. Fiir eine Affinitdt ¢ von A gibt es genau eine Faktorisierung
¢© = T, 0y, wobei T, die Translation mit v € V4 und y eine Affinitcit mit y(po) = po ist.

Beweis: Setzte v:= po¢( po; und v := 7, ' 0 @ = 7_, 0 ¢. Offenbar ist y eine Affinitiit, weil alles in
der affinen Gruppe gerechnet wurde. Es gilt

w(po) =7, (¢(po)) = po.

Somit erhalten wir die gewiinschte Faktorisierung. Wenn umgekehrt ¢ = 7, o y eine solche Darstel-
lung ist, dann gilt
%(po) = w(¥(po)) = ¢(po)

\

und damit gilt v = po 7, ( p0§ = p0<p(p05. Also ist v eindeutig bestimmt und damit auch y, weil die
Affinititen eine Gruppe bilden. 0
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2.11 Bemerkung. Durch die Wahl von pg € A wird A affin isomorph zu V4 (mit der Standardstruktur
als affiner Raum aus Beispiel 1.11). Der affine Isomorphismus ist gegeben durch die Abbildung

P5A—>VA7P’—>Iﬁ-

Nach dem Axiom (1) der affinen Rdume ist p tatsdchlich bijektiv und man zeigt leicht, dass p eine affi-
ne Abbildung mit p = idy, ist. Wenn man also A dadurch mit V, identifiziert, dann besagt Proposition
2.10, dass jede Affinitit sich als Verkniipfung einer Translation mit einem linearen Automorphismus
schreiben lésst.

2.12 Beispiel. Wir fixieren pg € A. Fiir p € A 3lg € A mit pog = —pop. Wir erhalten eine Abbildung
p:A—A p—g.

Po
q

Wir nennen p die Punktspiegelung an py. Wegen p = —idy, ist p eine affine Abbildung. Wegen
p? =1idy ist p die Umkehrabbildung von p selber und damit auch affin. Also ist p eine Affinitit.

3. Kongruenzen

In diesem Abschnitt betrachten wir euklidische (bzw. unitire) affine Rdume iiber dem Korper R (bzw.
C), d.h. V4 ist mit einem Skalarprodukt versehen. Damit kann man einen Abstand auf A definieren.
Diejenigen Affinititen, die diesen Abstand erhalten, nennen wir Kongruenzen. Wir werden in diesem
Abschnitt Resultate iiber Kongruenzen beweisen mit Hilfe der Resultate aus Abschnitt VIIL.6 iiber
Isometrien.

Wie immer bezeichnet K einen Korper aus {R,C}.

3.1 Definition. Ein euklidischer (bzw. unitérer) affiner Raum ist ein reeller (bzw. komplexer) af-
finer Raum A so, dass V4 ein euklidischer (bzw. unitidrer) Vektorraum mit Skalarprodukt (, ) ist. Der
Abstand zweier Punkte p,q € A ist definiert durch

d(p,q) = |1pg|

wobei || || die Norm zum Skalarprodukt ( , ) ist.

Ein orthonormiertes Koordinatensystem eines euklidischen (bzw. unitdren) affinen Raumes ist
ein affines Koordinatensystem o, p1,. .., p, o, dass (ﬁ) b ,0_>pn eine Orthonormalbasis von (VA, (, >)
bilden.

Nach dem Gram-Schmidt’schen Verfahren gibt es zu jedem Ursprung o € A ein orthonormales
Koordinatensystem o, py, ..., p,. Das hat den Vorteil, dass wir mit Hilfe der Koordinatenabbildung
den affinen Raum A mit K” und (, ) mit dem Standard-Skalarprodukt identifizieren konnen.

Ab jetzt sei A ein euklidischer (bzw. unitérer) affiner Raum der Dimension n iiber K = R (bzw.
K = C) mit Skalarprodukt ( , ) auf V4 und Abstand d wie oben definiert.

3.2 Definition. Eine Affinitdt ¢ von A heiit Kongruenz, wenn

d(e(p),o(q)) =d(p.q)

gilt fiir alle p,q € A.
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3.3 Bemerkung. Eine Affinitit ¢ ist genau dann eine Kongruenz, wenn ¢ eine orthogonale (bzw.
unitire) Abbildung ist.

Beweis: Fiir p,q € A gilt

a(o(p),9()) = [o(PIe(dl]| = 16

und

d(p.q) =1p4l.-

Wenn p,q tiber ganz A lduft, dann durchquert ﬁ den ganzen Vektorraum V4 nach Axiom 1) der
affinen Rdume. Also ist ¢ genau dann eine Kongruenz, wenn ||@(v)|| = ||v|| gilt fiir alle v € V4. Das
ist dquivalent zu ¢ gleich eine Isometrie wie gewiinscht. O

3.4 Proposition. Die Kongruenzen von A bilden eine Untergruppe der affinen Gruppe von A.

Beweis: Nach Definition ist jede Kongruenz eine Affinitit.
Abgeschlossenheit bzgl. o: Seien @,y Kongruenzen. Dann ist ¢ o ¥ eine Affinitit und es gilt

d(pow(p),pow(q) =d(w(p),w(q) =d(p,q)

fiir p,q € A. Also ist ¢ o y eine Kongruenz.

Neutralelement: Das ist in der affinen Gruppe id4. Offenbar ist id4 auch eine Kongruenz.

Inverse: Sei ¢ eine Kongruenz. Dann gibt es ¢! in der affinen Gruppe und wir haben gesehen,
dass ¢! die Umkehrabbildung ist. Wir miissen zeigen, dass ¢! den Abstand erhilt. Seien p,q € A.
Definiere p’ := ¢~ (p),q := ¢~ '(g). Dann gilt

d(o~'(p).0 () =d(p'.q") =d(e(p)),0(q)) =d(p,q)

und somit ist auch ¢! eine Kongruenz. Damit haben wir gezeigt, dass die Kongruenzen eine Unter-
gruppe der affinen Gruppe bilden. O

3.5 Beispiel. Sei v € V4. Dann hatten wir die Translation 7, mit dem Vektor v definiert und gesehen,
dass sie eine Affinitdt von A ist mit 4, = idy, (siehe Beispiel 2.9). Nach Bemerkung 3.3 muss die
Translation eine Kongruenz sein.

3.6 Beispiel. Ein affiner Unterraum H von A der Dimension n — 1 heillit Hyperebene von A. Fiir
p € A gibt es genau ein g € H so, dass q? L q7 fir aller € H:

Wir nennen ¢ die Orthogonalprojektion von p auf A. Um die Existenz und Eindeutigkeit von ¢
zu beweisen, legen wir den Ursprung o von A irgendwo nach H. Dann konnen wir A mit einem
euklidischen (bzw. unitdren) Vektorraum identifizieren. Weil o in H liegt, wird dabei H zu einem
Unterraum des Vektorraums A = Vy (siehe 2.11). Dann ist g die iibliche Orthogonalprojektion aus
VIIIL.4 und damit folgt die Behauptung.

Wir definieren nun die Spiegelung 6 : A — A an der Hyperebene H folgendermaBen: Einem Punkt
p € A ordnen wir den Punkt s € A zu, der durch ﬁ = Zﬁ charakterisiert wird, wobei g die Orthogo-
nalprojektion von p auf H ist. Dabei benutzen wir wieder Axiom 1) der affinen Raums. Offenbar gilt
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07 = ids. Wir behaupten, dass oy eine Kongruenz ist. Wir wihlen dazu ein orthonormales Koordi-

natensystem o, p1, ..., p, von A so, dass o, py, ..., p,—1 ein Koordinatensystem von H ist. Dann wird
1

oy zu einer linearen Abbildung, die durch die Matrix | ) dargestellt wird. Also ist oy eine
-1

bijektive affine Abbildung und 6 eine Isometrie. Mit Bemerkung 3.3 folgt, dass oy eine Kongruenz

ist. O

3.7 Theorem. Jede Kongruenz von einem euklidischen affinen Raum A ist Verkniipfung von maximal
n+2 Spiegelungen.

Beweis: Wir nehmen zuerst an, dass die Kongruenz ¢ einen Fixpunkt p € A hat. Dann werden wir
sogar zeigen, dass ¢ Verkniipfung von maximal n Spiegelungen ist: Wenn wir den Ursprung von A
nach p legen, dann konnen wir A mit V, identifizieren (siehe Bemerkung 2.11). Dabei wird ¢ zu ¢
wegen @(p) = p. Wegen Bemerkung 3.3 ist ¢ = ¢ dann eine orthogonale Abbildung von A = V.
Nach Theorem VIII.6.11 gibt es eine Orthonormalbasis von A = V4 so, dass ¢ durch eine Matrix

E,
iES
C= K

K;

cos(oj) sin(or;)
—sin(a;) cos(et;)

). Nach Aufgabe 8.1 lésst
sich jede Drehung in R? als Produkt von 2 Geradenspiegelungen schreiben. Also gilt

in Kistchenform dargestellt wird mit 2 x 2 Kistchen K; = (

Kj=Lji-Lj,

wobei L die 2 X 2 Matrix ist, die die Matrix der Spiegelung an der Geraden nﬁc mit Normalenvektor

nji € R2. Wir ersetzen das Jj-te Kistchen K; in C durch Lj; und benutzen sonst die Einheitsmatrix.
Dann erhalten wir die Matrix

Erisi2-1y O 0
Sjk: 0 ij 0 GM(I’[XYL,R).
0 0 En,r,s,z/'

0L+
Dies ist die Matrix der Spiegelung an der Hyperebene (”_ik) € R", wobei wir beim Vektor mit
0

Null auffiillen fiir diejenigen Koordinaten, die nicht zum Kistchen K beitragen. Weil wir blockweise
rechnen konnen, folgt

C= —E S11512821822 - - - $11512.
Ey s

Weil der erste Faktor s-faches Produkt von Matrizen der Form (E/ -1 ‘ (fiir ein passendes j)
n—1-j
ist, welche auch Spiegelungen reprisentieren, ldsst sich ¢ als Produkt von js—i— 2t < n Spiegelungen
schreiben. Das zeigt die Behauptung im Fall eines Fixpunktes. Im Allgemeinen ldsst sich ¢ schrei-
ben als ¢ = 7, o y, wobei 7, die Translation mit v € V4 und y eine Affinitit mit Fixpunkt ist. weil
die Kongruenzen eine Untergruppe der affinen Gruppe bilden und weil 7, auch eine Kongruenz ist,
muss ¥ = T, ! o ¢ auch eine Kongruenz sein. Weil 7, das Produkt von zwei Spiegelungen ist (siehe
Proposition 3.8 unten), kann man ¢ = 7, o ¥ als Produkt von maximal n + 2 Spiegelungen schreiben,

denn vy ist ja nach dem 1. Fall Produkt von maximal n Spiegelungen. O
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3.8 Beispiel. Jede Translation ist das Produkt von 2 Spiegelungen. Um das zu sehen, identifizieren
wir A mit V4 wie oben. Sei o; die Spiegelung am linearen Unterraum v und o, die Spiegelung an
der affinen Hyperebene {Jv+w | w € v}, dann gilt ;0 0y = 7,.

4. Quadriken

Quadriken sind die Nullstellen einer quadratischen Gleichung in mehreren Variablen. Bei zwei Va-
riablen lduft das im Wesentlichen auf die Kegelschnitte hinaus. Wir werden alle Quadriken bis auf
Kongruenz klassifizieren mit Hilfe der Spektraltheorie fiir selbstadjungierte Abbildungen.

In diesem Abschnitt sei A ein n-dimensionaler affiner Raum tiber R.

4.1 Definition. Eine Teilmenge Q C A heifit Quadrik, wenn es ein Koordinatensystem auf A gibt
so, dass Q in diesem Koordinatensystem gegeben ist durch {&t € R" | g(ax) = 0} fiir ein Polynom
q(x1,...,x,) mit Koeffizienten in R vom Grad 2, d.h.

qxt,..xn) =Y bixixj+lixi 4+ bxg e (IX.1)

1<i<j<n
mit b;j,[;,c € R und mindestens ein b;; # 0.

4.2 Proposition. Es sei Q eine Quadrik und o,p;,...,p, ein beliebiges Koordinatensystem. Dann
gibt es eine symmetrische Matrix A € M(n x n,R),l € R" und ¢ € R so, dass Q in diesen Koordinaten
gegeben ist durch

{aeR" o -A-a+1" ot +c=0}. (IX.2)

Beweis: Zuerst beweisen wir die Behauptung fiir das spezielle Koordinatensystem aus der Definition
4.1 der Quadrik Q. Dabei benutzt man die Form (IX.1) und setzt

1 , .
jbij 1<y
ajj == bij i=j
%bji i>j.

I
Weiter wihlen wir [ = ( : ), dann gilt
In

gla)y=o -A-a+1'-o+c.

Offenbar ist A auch symmetrisch. Wir miissen jetzt zeigen, dass die Form (IX.2) unter affinen Koor-
dinatenwechsel erhalten bleibt. Der Koordinatenwechsel ist gleich

a'=T-a+A

fir 7 € GL(n x n,R) und A € R” (siehe Proposition 1.15). Also gilt
a=S-oa' +pu

mit S =7""und u = —T~'A. Wegen

a-A-a=(S-o+u)-A-(S-a'+pu)
(&) S +u')-A-(S-a'+p)
:(a/)l'SI'A'S'a,—F(a/)['S['A'[.L—F[.LI'A'S'(X,—F‘LL['A"U

und wegen
Foa=0-(S-a+u)=0-S-o'+1"pu
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gilt, dass Q in den neuen Koordinaten gegeben ist durch

{oc’ER”|(Ot')’-A’-a/+(l’)t-a/+c’:0}

A:=5"-A-S,
V=S 1425 A,
di=u"A-u+1l'-u+ec.

Es bleibt zu zeigen, dass A’ symmetrisch ist. Dies folgt aus
(A =(5-A-8) =8-A-(§) =85 -A-S=A" O

4.3 Bemerkung. Nach Beispiel 1.12 ist die Nullstellenmenge eines Polynoms vom Grad 1 gleich
einer Hyperebene in R” und jede affine Hyperebene ist von dieser Gestalt.

4.4 Definition. Ein Punkt o € A heiit Zentrum der Quadrik Q, wenn p(Q) = Q gilt fiir die Punkt-
spiegelung p am Punkt o.

2 2
4.5 Beispiel. Eine Ellipse {a € R? % + % = 1} ist eine Quadrik mit Zentrum (8).
1 2

(05}

o

4.6 Beispiel. O := {o € R3|a; - oy = 0} ist eine Quadrik in R?. Die Zentren von Q bilden die x3-
Achse.

4.7 Beispiel. Die Parabel {ot € R? | ap = of'} ist eine Quadrik in R? ohne Zentrum.

4.8 Definition. Eine Quadrik Q heifit Kegel, wenn es einen Punkt o € Q gibt so, dass fiir alle p € O
und alle ¢ € A mit o € {Aop | & > 0} folgt, dass ¢ € Q ist. Der Punkt o heift Spitze von Q.

4.9 Beispiel. Die Beispiele 4.5, 4.7 sind keine Kegel, wihrend Beispiel 4.6 ein Kegel mit Spitzen auf
der x3-Achse. Ein interessanteres Beispiel ist die Quadrik

Q:={acR’|af+a; =05}

in R3, die ein Kegel ist mit Spitze 0.
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4.10 Bemerkung. Jede Spitze eines Kegels Q ist ein Zentrum von Q, das in Q liegt. Umgekehrt ist
eine Quadrik Q mit Zentrum o € Q ein Kegel mit Spitze o.

Beweis: ,,—>* Wenn o eine Spitze von einem Kegel O = {x € R" | g(x) = 0} ist, dann gilt fiir p € Q,
dass die Verbindungsgerade von o und p in Q liegt. Um das zu sehen, wihlt man ein Koordinatensys-
tem o, p; = p, p2,...,p, entlang der Verbindungsgeraden. Dann ist ¢(x;,0) ein Polynom vom Grad
< 2in x1, dessen Nullstellen den Durchschnitt von Q mit der Verbindungsgeraden beschreiben. Weil
0 ein Kegel ist, gibt es unendlich viele Nullstellen (welche den Punkten des Halbstrahls von o in
Richtung p entsprechen) und damit ist g das Nullpolynom. Das zeigt, dass die Verbindungsgerade
von o und p wirklich in Q liegt.

Spiegelt man p am Punkt o, dann erhilt man einen Punkt p(p) auf dieser Verbindungsgeraden und
deshalb gilt p(p) € Q. Also ist Q punktsymmetrisch bzgl. o und damit ist o ein Zentrum von Q. Nach
Definition der Spitze gilt auch o € Q.

.<=" Sei jetzt o ein Zentrum von Q mit o € Q. Wir wihlen p € Q\ {0} und miissen zeigen,
dass der Halbstrahl von o in Richtung p in Q enthalten ist. Wir wiéhlen ein affines Koordinatensystem

0,p1=p,p2,-...,p, mit Koordinaten xy, .. .,x, wie oben. Dann ist Q gegeben durch eine quadratische
Gleichung g(x1,...,x,) = 0 nach Proposition 4.2. Wir schriinken ¢ ein auf die Verbindungsgerade von
o und p, d.h. wir miissen x; =0, ..., x, = 0 setzen. Wir erhalten aus g(xp,...,x,) = 0 eine Gleichung
der Form

ax? +bx; +c=0

mit a,b,c € R. Da diese Gleichung mindestens drei Losungen entsprechend zu den Punkten p,o,p(p)
hat, gilt
a=b=c=0.

Damit ist die ganze Verbindungsgerade enthalten in Q, wie gewiinscht. O

4.11 Beispiel. Wir betrachten die Quadrik Q = {o € R? | at; 0 + 01 + 1 = 0} und wollen sie geome-
trisch verstehen, dazu machen wir einige Koordinatentransformationen. Wir schreiben

am+o+l=a(p+1)+1=aa;+1
mit neuen Koordinaten of = o, &, = & + 1. Dann erhalten wir die Quadrik
{o eR3| o -0y =—1}.
Setze a := —oy, o) := o). In den neuen Koordinaten gilt
{o"eR?|af -0 =1}.

Dies ist ein hyperbolischer Zylinder. In den urspriinglichen Koordinaten liegen die Zentren auf der
Geraden 0 = x| = —x, 0 = x4 = x, + 1 d.h. gegeben durch x; =0, x, = —1.

4.12 Theorem. Sei Q cine nicht leere Quadrik im euklidischen affinen Raum A. Dann gibt es ein
orthonormales Koordinatensystem o,py,...,p, so, dass Q in diesen Koordinaten gegeben ist durch
eine der folgenden Normalformen:

2 2 2 2
X X X X
(@ L4422 I 0 (1<5,0<t <5, 5+ <n);
v v v v
1 s s+1 S+t
2 2 2 2
X X5 X X5
(b) L4 4L o (1<5,0< 1, s+t <n);
Vi Vi Vi Vit
2 2 2 2
X X X X
(c) L4 .42 Tsbl S X1 =0, (1<s5,0<1<5s,5+1<n).
vi v:iov2, Vi,
N s+ S
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mit allen v; > 0.

Beweis: Wir wihlen ein orthonormales Koordinatensystem o, py, ..., p, von A so, dass wir A mit R”
und dem Standard-Skalarprodukt identifizieren kénnen. Nach Proposition 4.2 gibt es eine symmetri-
sche n x n-Matrix A, [ € R", ¢ € R so, dass

={aeR"'|d"-A-a+I"-a+c=0}.

Mit der Hauptachsentransformation (Korollar VIII.7.2) gibt es eine Orthonormalbasis vy,...,v, in R”
und A1,...,4, € K so, dass @' -A-a = A (a])> + -+ + A, (c,)? gilt in den neuen Koordinaten o'
Der Koordinatenwechsel von den Koordinaten bzgl. der Orthonormalbasis vy, ..., v, in die Standard-
koordinaten wird durch eine orthogonale Basiswechselmatrix 7" beschrieben (Proposition VIII.6.7),
d.h. o =T - a’. Damit haben wir die gemischten Terme ¢; - ¢¢; (i # j) in dem quadratischen Teil der
Gleichung weggebracht und es gilt

Q:{OC'ER"|(Oc/)t-A’-(x’—i—(l/)t-(x'—i—c’:O}

M 0
mit A’ = < > ,I'=T"-1, ¢ = c. Nun machen wir einen affinen Koordinatenwechsel der Form
0 An

a// — a/+“/
mit u’ € R". Wir erhalten

(OC/)I'A/-OC,—F(Z/)I-OC,—FC/:(Ot”—,u/)t'A/-( N—/J,)-I-(l/)t'(a /) ¢

— (a//)t 'A/ . (Iu/ (a//)t A ,U
(.u/) A/ (l/)l a (l/)l‘ ‘LL/ +C/
=(a")-A +({") o+ (IX.3)
mit
l// = l, o ((‘u/)t -A/)t _A/'-UIA,::(A,), l/ . 2A’u’ C// — C/ o (l/)t‘u/+ (ul)t -A’-u’.

1.Fall: // ist im Bild von A’.

Das bedeutet priziser, dass das Gleichungssystem A’ - x = I’ 16sbar ist. Dann ist auch A’ - x = 17/
losbar. Also gibt es ein y’ € R” mit 2-A’- u’ = I'. Mit dem Koordinatenwechsel a” = o’ 4+ 1’ von
oben ergibt sich

O={a" eR" | M(o)?+...+A(0))* +" =0}

1.1. ¢” = 0. Durch Umordnen der Koordinaten erreichen wir
l] > 0,...,24‘9 > 0, )LS+] < 07~--;)Ls+t < 0, A«S_H_A,_] = 0,...,1,1 = 0

Dabei diirfen wir auch annehmen, dass s > 1,0 <t < sund s+t < n. Wir setzen

1 .. .
% firl1 <i<s,

V; =
—% firs+1<i<s+t,

und erhalten a).

1.2. ¢ #0. Durch Umordnen der Koordinaten erreichen wir

)ul )« 2«s+1 )'Sth
:<0 C”<07 o7 >0,...,

>0)~S+t+l —0 l :0
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mit 0 <s,tund 1 < s+t < n. Wir setzen

,/—% firl <i<s
V= '

M

< firs+1<i<s+t

i

>

und erhalten b).

2.Fall. [ ist nicht im Bild von A’.
Weil A’ symmetrisch ist, muss die lineare Abbildung

o R'—=R" o' —A o
selbstadjungiert sein. Nach Korollar VII1.4.7 gilt
R" = ker(pa) G ker(pu )t
und nach Proposition VIIL.5.16 gilt
ker(gar)" = gu (R").

Wir kénnen zwar nicht den linearen Teil der Gleichung durch eine Translation wegbringen, aber wir
konnen
=1 +1,

schreiben mit I € ker(@a/), I, € @a(R"). Also existiert ein u’ € R" mit I/, =2-A’u’. Mit der affinen
Koordinatentransformation &’ = o’ + u’ folgt wie im 1.Fall

0={a" €R" [ (af)? +...+ Au(0f)>+(I') - a" +¢" =0}

Weil @4 (R") # R”, muss r := Rang(A’) < n gelten. Der Rang r ist bei der Diagonalmatrix A’ gleich
[{j | Aj # 0}|. Durch Umordnen der Koordinaten kénnen wir annehmen, dass

MAO,. .. A A0, Ayt =0,y = 0.

4

Wir erginzen b, | := ﬁ zu einer Orthonormalbasis b, 1, ..., b, von @4 (R")* = ker(¢,/) und be-
trachten die Matrix

E |0

(bri1)'
S:= r, € M(nxn,R).

(bn)'
Die Matrix S ist orthogonal, weil die Zeilenvektoren orthonormal sind. Um dies zu sehen, bemerken
wir, dass ey, ..., e, (e; ist hier der i-te Standardvektor) im Bild von @, sind wegen @4/ (e j) =1 jejund

unter Ausnutzung von @y (R")% = ker(@,) folgt die Orthogonalitiit der Zeilen. Durch den orthogo-
nalen Basiswechsel
a/// — S a//

gilt of = o fiir 1 <rund o | =0 -a” = (I' /||I"||)" - &". Also folgt

Q={a" eR" | M(o")* +---+ (") + |1 || o', +¢" = 0} (IX.4)

. . v v .
Mit einer Translation (xr( v 1) =o'+ HIC,—” bringt man noch den konstanten Term ¢” weg. Durch eine

einfache Normierung erhilt man (c). L]
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4.13 Bemerkung. Geometrisch ist der Fall (a) dadurch charakterisiert, dass die Quadrik ein Kegel
ist. Die Menge der Spitzen ist durch die Gleichungen x; =0,...,x,1, = 0 gegeben.
Der Fall (b) ist geometrisch charakterisiert, dass die Quadrik Q einen Mittelpunkt hat, aber kein
Kegel ist. Die Menge der Mittelpunkte ist wieder durch die Gleichungen x; =0, ..., x,;, = 0 gegeben.
Im Fall (c) liegt kein Mittelpunkt vor und man spricht von einem Paraboloid.

4.14 Korollar. Jede nicht leere Quadrik im R" ist kongruent zu einer Quadrik in Normalform (a)-(c)
(siehe Theorem 4.12).

Beweis: Jeder affine Koordinatenwechsel entspricht genau einer Abbildung o — T - ot + A (siehe
Proposition 1.15). Es ist leicht zu sehen, dass die neue Basis dann orthonormal ist, wenn T orthogo-
nal (benutzte Proposition VIII.6.7). Also entspricht dem Koordinatenwechsel aus Theorem 4.12 eine
Kongruenz und damit folgt die Behauptung. O

4.15 Bemerkung. Man kann mit einigem Aufwand zeigen, dass eine Quadrik Q, die in keiner affinen
Hyperebene enthalten ist, zu genau einer Quadrik aus der Liste (a)-(c) kongruent ist (siche [Wa]).

5. Quadriken im R3

In diesem Abschnitt werden wir alle auftretenden nicht leeren Quadriken im R? mit Hilfe von Theo-
rem 4.12 beschreiben. Nach dem Korollar 4.14 muss jede nicht leere Quadrik Q zu einer Normalform
aus der Liste (a)-(c) von Theorem 4.12 kongruent sein. Wir studieren zunichst die Beispiele aus dem
Fall (a). Das sind die moglichen Kegel in R>.

5.1 Beispiel. s =3, = 0. Dann ist die Normalform gegeben durch

und damit liegt ein Punkt vor (Nullpunkt).

5.2 Beispiel. s =2,¢t=1.

X1, % X
LI N
Vl V2 V3

Abbildung IX.1.: elliptischer Kegel
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5. QUADRIKEN IM R?

Abbildung IX.2.: schneidendes Ebenenpaar

5.3 Beispiel. s=2,¢r=0.

ul
2
Vi
Das ist eine Gerade (x3-Achse).
5.4 Beispiel. s=1,r=1.
x% x% ([
v% v% A\

2
2 _p
v2
2
X2 X1 X2
V2 Vi V2 N

Dies ist ein sich schneidendes Ebenenpaar (siche Abbildung 1X.2).

5.5 Beispiel. s=1,r=0.

Dies ist eine Ebene (x,x3-Ebene).

Nun kommen wir zu den Normalformen bei einer Quadrik, die ein Zentrum haben, aber keine
Kegel sind. Dies ist der Fall (b) von Theorem 4.12.

5.6 Beispiel. s =3,t=0.
2
X
-+
Vi

Dies ist ein Ellipsoid (sieche Abbildung IX.3).

5.7 Beispiel. s=2,t=1.

2
il

2
Vi

2 2
X X5
242 =1
Vs V3

2 2
55

2 2=
v, V3

Dies ist ein einschaliges Hyperboloid (siche Abbildung 1X.4).

5.8 Beispiel. s =2,r=0.

2
dl

2
Vi

2
*2

2
V3

=1

Dies ist ein elliptischer Zylinder (siehe Abbildung IX.5).
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Abbildung IX.3.: Ellipsoid

Abbildung IX.4.: einschaliges Hyperboloid

5 g
0
-5
1
- 0

Abbildung IX.5.: elliptischer zylinder
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Abbildung IX.6.: zweischaliges Hyperboloid

5.9 Beispiel. s=1,1=2.

2 2 2
TG R
2 2 2

Dies ist ein zweischaliges Hyperboloid (siche Abbildung IX.6).

5.10 Beispiel. s=1,7r=1.
2 .2

g o5,
2 2=
Vi V2

Dies ist ein hyperbolischer Zylinder (siehe Abbildung IX.7).

5.11 Beispiel. s=1,7r=0.
Xy

2
Y1

=1

Dies ist ein paralleles Ebenenpaar (siche Abbildung IX.8).

Nun kommen wir zu den Paraboloiden in R3, d.h. den Normalformen aus Fall (¢) von Theorem

4.12.

5.12 Beispiel. s =2, =0.
x2 x2
% + % +x3=0
Vi V2
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Abbildung IX.8.: paralleles Ebenenpaar

Abbildung IX.9.: elliptisches Paraboloid

Dies ist ein einschaliges bzw. elliptisches Paraboloid (siche Abbildung IX.9).

5.13 Beispiel. s=1,7r=1.

2 2
X X
v 1%

1 2

Dies ist ein hyperbolisches Paraboloid (siehe Abbildung IX.10).

5.14 Beispiel. s=1,r=0.

2
% +x=0
1

Dies ist ein parabolischer Zylinder (siche Abbildung IX.11).

Dies schlieBt die Klassifikation der Quadriken in R ab. Zum Abschluss zeigen wir, wie man das
in der Praxis umsetzen kann.

5.15 Beispiel. Wir betrachten die Quadrik Q in R? gegeben durch
x% +x§ +x§ —X1Xp —Xpx3 +2x1 —2x3+1=0.

Unser Ziel ist es Q geometrisch zu beschreiben. Wir bestimmen dazu die Normalform von Q nach
dem im Beweis von Theorem 4.12 angegebenen Verfahren und kénnen dann entscheiden, welcher der
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Abbildung IX.10.: hyperbolisches Paraboloid

Abbildung IX.11.: parabolischer Zylinder
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obigen 14 Typen (aus Beispiel 1-14) vorliegt. Weiter wollen wir alle existierenden Zentren bestim-
men.
1.Schritt: Bestimme die symmetrische Matrix A und /, ¢ so, dass

O0={aecR®| dAa+I'a+c=0}.

Die symmetrische Matrix A ist die Matrix Bilinearform zur quadratischen Form x% —i—x% —i—x% — XXy —
Xxox3 und damit gilt

1 =12 0 2
A=|—-12 1 =12, I=|0|, c=1
0 -l 1 -2

(analog zu Proposition 4.2).

2.Schritt: Hauptachsentransformation von A.
Das bedeutet, dass wir die Eigenwerte und Eigenrdume von A finden miissen. Das kann man wie
in Beispiel VII.2.10 machen. Da wurde dies fiir die Matrix A gemacht. Also findet man, dass A die

1
Eigenwerte ; = 1,43 =1+ g hat mit zugehorigen Eigenvektoren ( (1) ) , (;ﬁ) Weil A sym-
1

metrisch ist, miissen die Eigenvektoren orthogonal sein und damit finden wir die Orthonormalbasis

1 -1 1 ! 1 !
vi=— | 0|, va=Z|—-V2], w== 2
BRCAW t 2 I[ 2 \1[

Wir wollen die Transformationsmatrix S fiir den Basiswechsel von e, 2, e3 (Standardbasis von R?)
in die neue Orthonormalbasis vi,v;,v3 angeben. Dazu betrachten wir zuerst den umgekehrten Basis-
wechsel der durch die Matrix
—1 / V2 1 / 2 1 / 2
T=| 0 V22 Vv2)
1 / V2 1 /2 1 / 0

gegeben wird (nach V.4.3). Wegen Korollar V.4.5 gilt S = T~!. Bei einem Basiswechsel von einer
Orthonormalbasis in eine andere Orthonormalbasis ist die Transformationsmatrix orthogonal (Propo-
sition VIIL6.7). Somit gilt § = T~! = T?. Wir betrachten die Koordinatentransformation &’ = S - a.
Nach Konstruktion gilt

o Ao = A (00)* + Aa(05)* + A3 (05)>.

Weiter haben wir
Ia=I'T-o =(-2v2 0 0)-o =-2V20

Also gilt
O={d cR¥| (&) - Ao +(I')a' +1=0}
wobei
M0 0 -2V2
A=[o0o x» of, '=1] o
0 0 A3 0

3. Schritt: Tst I’ im Bild von A’? Da Rang(A’) = 3, ja! Somit kann man direkt nach Zentren suchen.
Sonst miisste man mit Fall 2 im Beweis von Theorem 4.12 weitermachen. Wir miissen das Glei-

chungssystem

1
A/' :7_1/
)

1osen. Als einzige Losung ergibt sich p' = ((\)ﬁ ) . Wir machen den Koordinatenwechsel
0

a//: a/+ul
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und erhalten fiir Q die Gleichung

0=2A1(0)*+A2(0)? + A3 () —2v 20 + 1

=M (o +vV2)* + 1 (ed)? + As (o) —2v2(a +V2) + 1

= (o)) + Ao (0 ) + Ao (e )* — 1.

Als Normalform haben wir

e (14 7Yt (1- ) e =1
=4 T T

und wegen A, > A; > A3 > 0 liegt ein Ellipsoid vor (Beispiel 5.6). Das einzige Zentrum ist o’ =
0. Wir miissen dies zuriick transformieren. Zunizchst ist das Zentrum o = —u’ und damit in den

urspriinglichen Koordinaten gegeben durch

—V2/2 12 1) V2 —1

Z=T-(—u")= 0 —V22 V2/ 0]=(0
V2/r 1 1) 0 1
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Kapitel X.

Normalformen

1. Polynomfaktorisierung

Wir brauchen ein paar zusétzliche Grundlagen fiir Polynome in der Variablen x mit Koeffizienten im
Korper K. Deren Ring K[x| weift erstaunliche Parallelen zu Z auf. Das beruht darauf, dass es fiir beide
Ringe eine Division mit Rest gibt. Dabei spielt der Grad deg der Polynome die Rolle des Betrages der
ganzen Zahlen. Wir werden sehen, dass die beiden Ringe Z und K[x] eine analoge Teilbarkeitstheorie
haben. Insbesondere werden wir ein analoges Resultat fiir K [x] zur Primfaktorisierung in N beweisen.
Wir fassen die bekannten Resultate fiir K[x] zusammen.

1.1 Proposition. Es seinen a(x),b(x),c(x) € K[x|. Dann gilt

a) deg(a(x)-b(x)) = deg(a(x)) +deg(b(x)); (Gradformel)
b) a(x)b(x) = a(x)c(x) = b(x) = c(x) falls a(x) # 0; (Kiirzungsregel)
¢) a(x)b(x) = 0= a(x) = 0 oder b(x) = 0; (Nullteilerfreiheit)
d) Falls b(x) # 0 dann 3!q(x),r(x) € K[x] mit (Division mit Rest)

a(x) =q(x)b(x)+r(x) A deg(r(x)) < deg(b(x));
e) Fiir a € K mit a(ot) = 0 = 3gq(x) € K[x] mit (Abspalten einer Nullstelle)
a(x) = (x— a)q(x).
Beweis: Abschnitt I1.3. 0

1.2 Korollar. Ein Polynom p(x) € K|x] ist genau dann invertierbar bzgl. -, wenn es ein o € K \ {0}
gibt mit p(x) = .

Beweis: ,,—* Es gelte p(x)g(x) = 1 fiir ein ¢(x) € K[x]. Nach der Gradformel folgt deg(p(x)) =
0 = deg(g(x)) und damit p(x) = ap mit a9 € K \ {0}.

,<="“Falls p(x) = a € K\ {0} = 3B € K\ {0} mit p(x)-B = a- B =1 aufgrund der Korpe-
raxiome. Also ist p(x) invertierbar. O

1.3. Wir iibertragen jetzt die Teilbarkeitstheorie auf K|[x]. Die Definitionen sind vollkommen analog
zu Z: Zuerst definieren wir einen Teiler a(x) von b(x) € K|x].

a(x) | b(x) :<= 3c(x) € K[x] mit b(x) = a(x) - c(x).

Nun definieren wir etwas dhnliches wie eine Primzahl. Ein Polynom p(x) € K|[x| heiBt irreduzibel
genau dann, wenn deg(p(x)) > 1 und

p(x) =a(x)-b(x) = deg(a(x)) =0 oder deg(b(x)) =0
gilt.

1.4 Beispiel. p(x) = x>+ 1 ist irreduzibel fiir K = R, aber nicht irreduzibel fiir K = C, weil es dann
Teiler x+1 und x —1 hat.
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1.5 Bemerkung. Wir erinnern daran, dass ein Polynom normiert ist, wenn es von der Form
X+ ap X aix! +a

ist. In der Teilbarkeitstheorie kann man sich auf normierte Polynome beschrinken, weil sich die
Teilbarkeitseigenschaften beim Normieren (d.h. Multiplikation und einem Element aus K \ {0}) nicht
dndern.

Wir definieren den grofiten gemeinsamen Teiler von a(x),b(x) € K[x] \ {0} als denjenigen nor-
mierten Teiler von a(x) und b(x) von maximalem Grad. Da a(x) und b(x) den gemeinsamen Teiler 1
haben und da deg(g(x)) < min{deg(a(x)),deg(b(x))} fiir jeden gemeinsamen Teiler g(x) gilt, exis-
tiert der grofte gemeinsame Teiler von a(x) und b(x) tatsidchlich und ist eindeutig. Wir bezeichnen
ihn mit ggT (a(x),b(x)).

1.6 Proposition. Fiir einen gemeinsamen normierten Teiler g(x) von a(x),b(x) € K[x]\ {0} sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) g(x) = ggT(a(x),b(x));
(i) 3p(x),q(x) € K[x] mit a(x)p(x) +b(x)q(x) = g(x);
(iii) Jeder gemeinsamer Teiler von a(x) und b(x) teilt g(x).

Beweis: ,,(i)==-(ii)“: Zuerst betrachten wir den Spezialfall b(x) | a(x). Es sei b(x) = bx™ + ...+ bo
mit b, # 0. Dann gilt

b,,'b(x) = ggT(a(x),b(x)) = g(x)

und damit folgt (i) mit p(x) = 0, g(x) = b,,'. Jetzt argumentieren wir mit verbesserter vollstindiger
Induktion nach n := min{deg(a(x)),deg(b(x)) }. n = 0: Dann gilt a(x) € K oder b(x) € K und die
Behauptung folgt aus obigem Spezialfall. Sei nun n > 1 und die Aussage bekannt fiir @' (x),b'(x) €
K[x] mit min{deg(d’(x)),deg(b'(x))} < n. Durch Vertauschen gilt OBdA deg(a(x)) > deg(b(x)).
Jetzt machen wir Division mit Rest

a(x) =q(x)-b(x)+r(x) A deg(b(x)) > deg(r(x)).

Wie in Proposition 1.2.10 beweist man, dass die beiden Polynome a(x) und b(x) dieselben gemeinsa-
men Teiler haben wie die Polynome b(x) und r(x), also gilt g(x) = ggT(b(x),r(x)). Falls r(x) =0,
dann gilt b(x) | a(x) und (ii) folgt aus obigem Spezialfall. Falls r(x) # 0, dann gilt

min{deg(b(x)),deg(r(x)) } =deg(r(x)) < min{deg(a(x)),deg(b(x))} =n
Nach Induktionsannahme gilt
b(x) - e(x)+r(x) - f(x) = g(x)
fiir geeignete e(x), f(x) € K[x] und damit folgt
8(x) = b(x) e(x) + (a(x) —q(x) - b(x)) - f(x) = a(x) - f(x) +b(x) (e(x) — q(x) - f(x))

wie in (ii) gewiinscht. Das Verfahren entsprach dem euklidischen Algorithmus (siche [Gu], §1.3).
,»(i))=-(iii)*: Falls d(x) | a(x) A d(x) | b(x) dann folgt

d(x) [ a(x)p(x) +b(x)gq(x) = g(x).

,(1i1)==(i)“: Sei d(x) ein normierter Teiler von a(x),b(x). Dann gilt nach (iii) d(x) | g(x) und somit
deg(d(x)) < deg(g(x)). Wenden wir das fiir d(x) = ggT(a(x),b(x)) an, dann folgt aus der Maxima-
litidt von deg(d(x)), dass deg(d(x)) = deg(g(x)). Wegen d(x) | g(x) und der Gradformel folgt, dass
g(x) = a-d(x) fiir ein @ € K. Weil d(x) und g(x) normiert sind, muss & = 1 und damit folgt (i). [
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1.7 Korollar. Falls a(x) | b(x)c(x) in K[x]\ {0} und ggT(a(x),b(x)) = 1. Dann gilt a(x) | c(x).
Beweis: Nach Proposition 1.6 gibt es p(x),q(x) € K[x] mit

a(x)p(x) +b()q(x) = 1.
Also folgt mit a(x)e(x) = b(x)c(x) die Behauptung aus

)
c(x) = ( (X)P(x) ( )q(x))e(x) = a(x)p(x)c(x) +b(x)e(x)q(x)
)(p (x)c (x)e(x)). O

1.8 Theorem. Sei p(x) € K[x] ein normiertes Polynom mit deg(p(x)) > 1.
a) Es gibt irreduzible normierte Polynome pi(x),...,p(x) € K[x] mit p(x) = p1(x)--- pr(x).
b) Diese Darstellung ist bis auf Vertauschungen der irreduziblen Faktoren eindeutig.

Beweis: a) Wir behandeln zuerst den Spezialfall p(x) irreduzibel. Dann setzen wir p;(x) := p(x)
und das ist die gewiinschte ,,Faktorisierung*. Jetzt argumentieren wir mit verbesserter vollstindiger
Induktion nach n := deg(p(x)). n = 1: Dann ist p(x) irreduzibel nach der Gradformel und somit
die Faktorisierung aus obigem Spezialfall. n > 2 und die Behauptung bekannt fiir alle p’(x) € K[x] \
{K?} mit deg(p’(x)) < n. Nach obigem Spezialfall diirfen wir annehmen, dass p(x) nicht irreduzibel
ist. Also 3p;(x), p2(x) € K[x] mit p(x) = p1(x) - p2(x) und deg(p; (x)) # 0 # deg(p2(x)). Nach der
Gradformel folgt deg(p;(x)) < n (i = 1,2). Nach Induktionsannahme gibt es irreduzible normierte
Polynome g (x),...,qs(x),gs+1(x), .., qs+:(x) € K[x] mit

pi(x)=q1(x)-gs(x) A pa(x) =gsr1(x) - Gope ().

Dann ist p(x) = py(x)p2(x) = q1(x) - - - g5+ (x) die gewiinschte Faktorisierung.
b) Wir betrachten zwei Faktorisierungen

p(x) = q1(x) - qr(x) = ¢y (x) - g(x) (X.1)

von p(x) in irreduzible normierte Polynome. Wir diirfen r < s annehmen. Wir argumentieren mit
Induktion nach r. r =1 g (x) = ¢} (x)--- g}(x). Weil g;(x) irreduzibel ist, folgt s = 1 und ¢ (x) =
gy (x). Sei r > 2. Aus (X.1) folgt g,(x) | g (x)---g;(x). Nach Korollar 1.7 folgt g,(x) | ¢’;(x) fiir ein
Jj €{1,...,s}. Durch Vertauschen gilt OBdA j = s. Weil ¢/;(x) irreduzibel ist, muss g,(x) = g;(x).
Mit der Kiirzungsregel folgt aus (X.1)

q1(x) - qr1(x) = q1(x) - g (x).

Mit Induktion folgt r — 1 = s —1 und g;(x) = ¢} (x),...,¢,—1(x) = ¢,_,(x) nach eventueller Tau-
schung. Dies zeigt die Eindeutigkeit. O

1.9 Beispiel. Gesucht ist die Faktorisierung von p(x) = x* — 1 in irreduzible Faktoren in Q[x]. Die
Losung ergibt sich aus

plx) =t 1= (@ = 1) (P4 1) = (x4 1) (1= 1) (2 + 1)

Dann sind x 41 irreduzible normierte Faktoren, weil sie Grad 1 haben. Um zu zeigen, dass x2+ 1 irre-
duzibel ist, nehmen wir an, dass x*> + 1 = ¢(x)r(x) eine Faktorisierung von x> + 1 ist mit deg(g(x)) #
0 # deg(r(x)). Nach der Gradformel gilt: deg(r(x)) = deg(¢(x)) = 1. Durch Normieren kénne wir
annehmen, dass 7(x) = x — ¢ Ag(x) = x— B mit o, € Q. Dann sind &, B € Q Nullstellen von x> + 1,
was wegen a? 4 1 > 0 unméglich ist. Das Argument zeigt, dass

A== 1)+ D) (x—1)(x+i)

die Faktorisierung in normierte Polynome in Clx] wire.
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2. Primarzerlegung

In diesem Abschnitt betrachten wir ¢ € Endg (V) fiir einen K-Vektorraum V mit dim(V) = n < eo. Wir
studieren die ¢@-invarianten Unterrdume von V, d.h. Unterrdume U C V mit ¢(U) C U. Wir werden
zuerst das Minimalpolynom m(x) € K[x] studieren, das minimal ist mit der Eigenschaft my(¢@) =0
und damit ein Teiler des charakteristischen Polynoms x,(x) ist. Die Faktorisierung in irreduzible
Faktoren aus Theorem 1.8 wird dann eine kanonische Zerlegung V. = W; @ --- @ W, in @-invariante
Unterrdume, die Primérzerlegung heif3t, liefern.

2.1 Proposition. Im(x) € K[x]\ {0} mit m(¢) = 0.

n2

Beweis: Nach Korollar V.1.16 ist Endg (V) ein n?-dimensionaler Vektorraum. Also sind idy, @, ...,
K-linear abhingig, d.h. Jay,...,a,2 € K, nicht alle 0, mit

a,p Q" + - +a1@ +apidy =0 € Endg (V).
Mit mg(x) := 2?2:0 a;x’ folgt die Behauptung. O

2.2. Es gibt also ein eindeutiges normiertes Polynom mg(x) € K[x] \ {0} mit mq(¢) = 0 von mini-
malen Grad. Wir nennen mg(x) das Minimalpolynom von ¢. Es gilt my(x) =1 < V = 0. In den
anderen Fillen ist degmg(x) > 1.

2.3 Proposition. Fiir jedes p(x) € K[x] mit p(¢) = 0 gilt my(x) | p(x).

Beweis: Die Division mit Rest liefert:

p(x) = g(x) -mg(x) +r(x) und deg(r(x)) < deg(mq,(x))

Wir wissen von VII.1.18, dass das Einsetzen von ¢ in Polynome ein Ringhomomorphismus ist und
damit folgt: r(@) = p(@) — g(@) omg (@) =0 — 0 = 0. Wegen der Minimalitiit von deg (m¢(x)) folgt
r(x) = 0 und damit folgt my(x) | p(x). O

2.4 Korollar. Das Minimalpolynom m(x) teilt das charakteristische Polynom X o(x). Insbesondere
gilt deg(mg(x)) < deg(xe(x)) =n.

Beweis: Nach dem Satz von Cayley-Hamilton (siehe VIL4.11) gilt x,(¢) = 0. Mit Proposition 2.3
folgt mg(x) | 2o (x). Nach der Gradformel folgt weiter deg(mg(x)) < deg(¥p(x)) =n. O

2.5 Proposition. Es sei V = W, ® W, fiir @-invariante Unterriiume W; und @;: W; — W;,w — @(w)
(fiir i = 1,2). Dann gilt my,(x) | mg(x) fiir i = 1,2 und mgy(x) | mg, (x) - me, (x).

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass m(¢@) = 0 mit m(x) := mg, (x) - mg, (x).
Wir miissen also zeigen, dass (m((p)) (w) =0 fiir alle w € V. Weil w = w; +w; und w; € W; und
weil m(¢@) linear, geniigt es (m(¢)) (w;) = 0 fiir w; € W; zu zeigen. Nun gilt

(m(@)) (w2) = (mg, (@) 0 mg, (@) (W2) = mg, (@) ((mg, () (w2)).

Weil W, @-invariant ist gilt

(19 (9)) (w2) = (g, (@2)) (w2) =0 € Wy

und somit (m(¢))(w) = 0 fiir w; € Wj. Dies zeigt (m(¢))(w) = 0 also m(¢) = 0. Aus Proposition
2.3 folgt my(x) | m(x).

Andererseits folgt wie oben (mg,(9))(w;) = (me(@))(wi) = 0 und damit mg,(x) | me(x) nach
Proposition 2.3. 0

158



2. PRIMARZERLEGUNG

2.6 Korollar. Mit denselben Bezeichnungen wie in Proposition 2.5 gilt mg(x) = mg, (x) - mg, (x), falls
geT (mg, (x),mg, (x)) = 1.

Beweis: Seien mg, (x) = p1(x)--- pr(x), mg, (x) = pre1(x) - pris(x) die Faktorisierungen in irredu-
zible normierte Polynome aus Theorem 1.8. Wenn dabei W; = 0 ist, konnen wir mg, (x) = 1 setzen.
Weil ggT(mqg, (x),mg,(x)) =1 gilt, miissen die irreduzible Faktoren von mg, verschieden von denje-
nigen von myg, sein. Nach Proposition 2.5 gilt:

mg(x) | me, (X)me, (x) = p1(x) -+ pros(x).

Wegen Theorem 1.8 folgt, dass es J C {1,...,r+ s} gibt mit:

mey =[] pi(x).

jeJ

Andererseits gilt nach Proposition 2.5 mg, (x) | me(x) und damit {1,...,r} C J wieder nach Theorem
1.8. Analog folgt {r+1,...,r+s} CJund damit J = {1,...,r+s}. Das heilit

mg(x) = p1(x) - Pris(x) = mg, (x) - mg, (x)

Jetzt betrachten wir die folgende Umkehrung:

2.7 Theorem. Sei my(x) = my(x)---m,(x) eine Faktorisierung des Minimalpolynoms in paarweise
teilerfremde Polynome m;(x) € K[x], d.h. ggT (m;(x),m;(x)) = 1 fiir i # j. Dann sind die Unterriume
V= ker(m,-((p)) Q-invariant und es gitV =V, @ ---®V,.

Beweis: Die ¢-Invarianz der Unterrdume V; folgt ohne Bedingung an die Polynome m;(¢) (analog
zu Ubung 11.2). Betrachte 7iy;(x) = mo(t) _ my(x) - mi—y(x) - mipp(x) - -mp(x).

m,-(x)
1.Schritt: ggT (i (x),...,my(x)) = 1.
"Indirekt: Wir nehmen an, dass es einen gemeinsamen Teiler von 7 (x), ... ,7,(x) von Grad > 1

gibt. Nach Theorem 1.8 gibt es dann auch eine irreduziblen Teiler p(x). Wegen p(x) | i (x) =

my(x)---m,(x) und weil die m;’s paarweise teilerfremd sind, ist p(x) ein irreduzibler Faktor von

genau einem m;(x) mit i € {2,...,r} (wieder Theorem 1.8). Weil p(x) | /i1;(x) folgt mit demselben

Argument, dass p(x) ein irreduzibler Faktor von genau einem m;(x) ist mit i # j. Dies widerspricht

der Annahme ggT (m;(x),m;(x)) = 1. .
2.Schritt: g1 (x),...,q,(x) € K[x] mit

1y (x)q1 (x) + - - - + 1 (x)gr(x) = 1.

Dies folgt aus Ubung 10.4. Wir setzen p;(x) := m;(x)gi(x), P, := p;i(¢) € Endg (V) und W; := P(V).
3.8chritt: P +---+ P, =1dy.

Wegen dem 2. Schritt gilt p;(x) +--- + p,(x) = 1. Weil das Einsetzen von ¢ ein Ringhomomorphis-

mus K[x] — Endg (V) induziert (siehe VII1.18), folgt

Pt +P=pi(@)++p(p) =idy.

4.8Schritt: Wi +---+ W, =V.

Sei v € V, dann gilt nach dem 3. Schritt v = P;(v) + --- + P.(v) und wegen P;(v) € W; folgt die
Behauptung.

5.8chritt: Fiir i # j gilt PoP; =0.
"Wieder benutzen wir den Einsetzungshomomorphismus mit ¢:

P,o Py =pi(@)opi() = (pip;)(9) = (qigjiiti;) (@) = qi(¢) 0 q;(@) o (Mirit;) ().
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Es gilt
mimj =me-m;; mit m;; = H my
ki, j
Also folgt
(i, i) (@) = mg (@) omij(@) =0
und damit P, o P; = 0 wie gewiinscht. B

6.Schritt: Jedes P; ist eine Projektion auf W;, d.h. P(V) = W; und P? = P..
P,(V) = W; nach Definition. Die zweite Behauptung folgt aus

Piz 3.Schritt Po (idv _ ZPj) —p_ ZPz oP; 5.Schritt P.
J# J#i

7.8chritt: V=W, ®---BW,.

Nach dem 4. Schritt hat jedes v € V eine Darstellung v = w; + - - - +w, mit w; € W;. Wir miissen
zeigen, dass diese Darstellung eindeutig ist. Aus der Definition folgt w; = P(v;) fiir ein v; € V. Die
Eindeutigkeit der Darstellung folgt aus

R() =P(Lw;) = B(LPi)) = L(BoP)(v) = Aw) = w:
J J J

8.Schritt: W; C ker (m;(9)).
Sei w; € W;, das heiBt w; = P;(v;) fiir v; € V. Zu zeigen ist, dass (m;(@)) (w;) = (mi(@) o P;) (v;) der
Nullvektor ist. Das folgt aus

mi(@) o P; = mi(@) o pi(@) = (mip;) (@) = (mirq;) (@) = (qime) (@) = qi(¢) omy(@) = 0.

9.Schritt: ker(m;(@)) C W;.
Sei u; € ker(m;(@)), d.h. (m;())(u;) = 0. Es gilt:

idy -2 2 Y P = Y pi(9) = (Lisas) (0)
J#i J# J#i

Nun ist m; ein Teiler von 7i1;g; mit j # i und damit gilt

Zﬁ’qu]' = rim;
J#

fiir ein r; € K|[x]. Also folgt
idy =P = (rim;) (@) = ri(@) omi(@).

Wir setzen u; € ker(m,-((p)) und erhalten 0, d.h. u; = P;(u;) € W; wie gewiinscht.
Aus dem 8. und 9.Schritt ergibt sich W; = ker (m,((p)) und mit dem 7.Schritt folgt die Behauptung.
O

2.8 Bemerkung. Die Zerlegung V =V, & --- @V, aus Theorem 2.7 ist kanonisch assoziiert zu der
Faktorisierung mg(x) = my(x)---m,(x) in paarweise teilerfremde normierte Polynome. Da V; ¢-
invariant ist, induziert ¢ einen Endomorphismus ¢; € Endg(V;) durch

¢ Vi—=Vi, vieo(v).

2.9 Korollar. Es gilt my,(x) = m;(x). Insbesondere gilt V; = 0 <= m;(x) = 1.
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Beweis: Wie in Proposition 2.5 folgt

me(x) | mg, (x) - -me,(x).

Aus der Definition von V; ergibt sich m;(¢;) = m;(¢)|y, = 0 und somit gilt mg, | m; nach Proposition
2.3. Wegen
mg(x) = my(x) - my(x)

folgt my, (x) = m;(x) wie gewiinscht. Die letzte Behauptung ergibt sich aus 2.2. O

2.10. Wir haben eine eindeutige Faktorisierung mg(x) = p1(x)* -+ p,(x)* in irreduzible normierte
und paarweise verschiedene Polynome pj(x),...,p,(x) und k > 1 nach Theorem 1.8. Wir erhalten
damit paarweise teilerfremde Polynome m;(x) := p;(x). Dann liefert uns Theorem 2.7 eine kanoni-
sche Zerlegung V =V @ - -- @V, in @-invariante Unterrdume, die wir Primérzerlegung von V bzgl.
¢ nennen.

2.11 Korollar. Die PrimdrzerlegungV =V, ®---®V, von'V bzgl. ¢ hat die folgenden Eigenschaften:
a) V; ist ein @-invarianter Unterraum # {0};

b) V; = ker(pi(@)");

c) pi(x)% ist das Minimalpolynom von @: V; — Vi, v; > @(v;).

Beweis: Folgt direkt aus Theorem 2.7 und Korollar 2.9 fiir die in ¢) gewihlte Faktorisierung. O

3. Jordan-Zerlegung

Wir betrachten wieder einen n-dimensionalen Vektorraum V iiber dem Korper K. Wenn das Minimal-
polynom mg(x) von ¢ € Endg (V') vollstindig in Linearfaktoren zerfillt, dann gibt es eine kanonische
Zerlegung von ¢ in eine Summe von einem diagonalisierbaren und einem nilpotenten Endomorphis-
mus so, dass die beiden Endomorphismus kommutieren. Das ist die Jordansche Zerlegung, die in der
Theorie der Lie-Algebren eine Rolle spielt.

3.1 Proposition. Sei ¢ € Endg(V) mit mg(x) = (x—A)*1 -+ (x— 4,)% fiir A; € K und k; > 1. Dann
gibt es eine Basis by, ...,b, von'V so, dass ¢ bzgl. by,...,b, durch eine Matrix der Form
Ji 0
J= y
0 J;

dargestellt wird mit oberen Dreiecksmatrizen J; der Form

7Ll' *
Ji= EM(I’L[XI’L[,K).
0 Ai
Weiter sind A1, ..., A, alle Eigenwerte von @ und ny, ... ,n, ihre algebraischen Vielfachheiten.

Beweis: Wir betrachten die Primérzerlegung
V=V& @V,

von V bzgl. ¢ aus 2.10, dabei ist p;(x) = x — A;. Wir betrachten die Einschrinkung ¢; € Endg (V;) von
¢ auf V;. Nach Korollar 2.11 gilt mg, (x) = (x — 4;)%. Es gilt somit

0 =mg,(¢;) = (@i — Aiidy,)",
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das heiBt y; := ¢; — A;idy; ist nilpotent. Nach Korollar VIL.4.10 gibt es eine Basis von V; so, dass

0 *
y; durch eine n; X n;-Matrix der Form ( > dargestellt wird, wobei n; := dim(V;). Also wird
0 0
Ai *
¢; = W; + A; - idy, durch eine Matrix der Form J; = dargestellt. Setzen wir alle diese Basen

0 i
zusammen erhalten wir eine Basis von V bzgl. der ¢ die gemischte Form J hat. Weil J eine obere
Dreiecksmatrix ist, gilt fiir das charakteristische Polynom von ¢:

Xo(x) = xs(x) =det(x-E, —J) = (x—A))" - (x = 4,)"
nach Proposition VI.3.3. Dies zeigt auch die letzte Behauptung. O

3.2 Proposition. Wenn ¢ diagonalisierbar und W ein @-invarianter Unterraum von 'V ist, dann ist
ow: W =W, w— @(w) auch diagonalisierbar.

Beweis: Weil ¢ diagonalisierbar ist, gilt V = @, V,, wobei V, der Eigenraum zum Eigenwert A ist
(siehe Theorem VII.2.9). Setze W) :=V; NW. Es ist klar, dass W, der Eigenraum von ¢y zu A ist.
Nach Theorem VIL.2.9 geniigt es zu zeigen, dass W =} 3 W, gilt. Dies geschieht indirekt. Annahme:
dw € W\ Y, W,. Dann existiert eine eindeutige Darstellung

w= ZV}L
A
mit v, € V,. Wir wihlen w so, dass [{A | vy # 0}| minimal ist. Es gilt

ow) =Y o(va) =Y Av,.
7 7

Nun wihlen wir einen Eigenwert p mit v, # 0. Wegen ¢(W) C W folgt

w ::;(k—u)vl:q)(w)—u-wew.

Es gilt v}, := (A —u)vy € V3. Wegen [{A [V} # 0} =[{A |vy #0}| —1(dav), =0), mussw’ € ¥ W,
aufgrund der Minimalitit von w gelten. Weil die Darstellung eindeutig ist, muss v € W und damit
v, € W, fiir alle Eigenwerte A # . Es folgt

Vy=w-— ZV;LEW
A#U

und damit auch v, € WNV, =W, im Widerspruch zur Wahl von w. Also gilt W = }’; W, und damit
ist ¢,, diagonalisierbar. O

3.3 Korollar. Unter Voraussetzung von Proposition 3.2 gilt W = @, (W NV)), wobei A iiber alle
Eigenwerte lduft.

Beweis: Folgt direkt aus dem Beweis von Proposition 3.2. O

3.4 Lemma. Seien y,p € Endg(V) mit ywop = p oy. Wenn y diagonalisierbar und p trigonalisier-
bar, dann gibt es eine Basis von V bzgl. der y durch eine Diagonalmatrix und p durch eine obere
Dreiecksmatrix dargestellt wird.

Beweis: Weil y diagonalisierbar ist, gilt nach Theorem VII.2.9

V=W (X.2)
A

fiir alle Eigenrdume V, von y zu den Eigenwerten A.
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3. JORDAN-ZERLEGUNG

1.Schritt: V), ist p-invariant.
"Fiirv € V), gilt p(v) = Yuwpund wy € V.

Yuwe =Y ywy) =yop)=poy)=pA-v)=) A-wy
m @ L

und wegen der Eindeutigkeit der Darstellung folgt w, = 0 fiir A # p und somit p(v) =wy € Vj. |
2.8chritt: py : V) — V), vi— p(v) trigonalisierbar.
"Nach Proposition VIL.4.5 gilt Xp, | Xp fiir die charakteristischen Polynome. Weil p trigonalisierbar
ist, muss x, vollstindig in Linearfaktoren aus K[x] zerfallen und damit gilt dies auch fiir x,,, was
wiederum p, trigonalisierbar impliziert (zwei mal Theorem VIL.4.7). .
Wir wihlen in jedem V), eine Basis so, dass p; durch eine obere Dreiecksmatrix dargestellt wird.
Wegen (X.2) ergeben diese Basen zusammen eine Basis von V. Nach Konstruktion wird p durch
eine obere Dreiecksmatrix dargestellt und weil alle Basisvektoren Eigenvektoren von y sind, muss
durch eine Diagonalmatrix dargestellt werden. O

3.5 Korollar. Es seien y,p € Endg (V) mit yop = p oy. Wenn y diagonalisierbar ist und p nilpo-
tent, dann ist W + p trigonalisierbar und Yy p(x) = Xy (x).

Beweis: Nach Korollar VIL.4.10 ist p trigonalisierbar und alle Eigenwerte sind 0. Mit Lemma 3.4
folgt, dass es eine Basis von V' gibt mit Darstellungsmatrizen

l[ 0 0 * A] *
AW:< >7 Ap:< >> Al[/+p:Al[/+Ap: .
0 0 0 0 A

Die Behauptung folgt aus

Xytp () = (x=A1) - (x = An) = 2y (%) O

3.6 Theorem (Jordan-Zerlegung). Sei ¢ € Endg (V) mit my(x) = (x — A)¥ -+ (x — 4,)% fiir ver-
schiedene Ay, ..., A, € K und k; > 1. Dann gibt es genau ein Paar (W, p) € Endg(V)? mit den folgen-
den Eigenschaften

a) ¢=y+p;
b) vy ist diagonalisierbar;

c) p ist nilpotent;

d) yop=poy.
Beweis: Wir wihlen die Basis b1,...,b, von V aus Proposition 3.1. Dann wird ¢ dargestellt durch
die Matrix
Ji 0 0
J= 0 ,
0
0 0 J
wobei
0 *
Ji = MiEn +Si, Si= .
0 0
Seien y und p die Endomorphismen von V, die bzgl. der Basis by, ..., b, durch die Matrizen
llEnl 0 S 1 0
0 ME,, 0 S,

163



KAPITEL X. NORMALFORMEN

dargestellt werden. Dann ist y offensichtlich diagonalisierbar. Nach Korollar VII.4.10 ist p nilpotent.
Wegen J = D+ S gilt auch ¢ = y+ p und damit folgt a). Weiter gilt

(MEy,) - Si = Si+ (MEy,).

Weil man blockweise rechnen kann, folgt D-S = S- D und damit auch d).
Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit. Wir betrachten die folgende Primérzerlegung:

V=V& @V,

von V bzgl. ¢ aus 2.10. Dabei ist
V= ker((q) — ll‘idv)ki)

ein @-invarianter Unterraum. Wir betrachten jetzt v, p € Endg (V) mit a)-d). Dann gilt
Vo =yo(y+p)=yoytyop=yoytpoy=(y+ploy=qoy

und damit auch
vo(@—A-idy)ki = (@ —A-idy)ioy (X.3)
nach der binomischen Formel. Wir behaupten, dass V; auch y-invariant ist:
Wiihle v € V;. Zu zeigen: y(v) € V;. Dies folgt aus

(9—A-idv) (w(v) = wolp—Aidy)“(v) = 0.

Weil V; sowohl @-invariant wie auch y-invariant ist, muss V; auch p = ¢ — y-invariant sein. Wir
konnen somit die Einschrinkung ¢;, y;, p; € Endg(V;) definieren fiir @, y, p. Offenbar ist p; auch
nilpotent. Wegen Proposition 3.2 ist y; diagonalisierbar. Wegen y; o p; = p; o y; konnen wir Korollar
3.5 anwenden und folgern, dass y; und @; = y; + p; dieselben Eigenwerte haben. Da mg, (x) = (x —
A:)% nach Korollar 2.11, hat ¢; den einzigen Eigenwert A;. Damit hat auch y; den einzigen Eigenwert
Ai. Da y; diagonalisierbar ist, folgt y; = A, - idy,. Somit ist y; eindeutig durch ¢ bestimmt und damit
auch ¥ und p = ¢ — y. Also folgt die Eindeutigkeit. O

4. Jordansche Normalform

Wir betrachten weiter einen n-dimensionalen Vektorraum V iiber Korper K. Wenn das Minimalpoly-
nom mg(x) von ¢ € Endg (V') vollstindig in Linearfaktoren aus K [x| zerfillt, dann besitzt V eine Basis
bzgl. der ¢ durch eine besonders einfache Matrix beschrieben wird, die wir Jordansche Normalform
nennen. Wir werden das benutzten, um alle komplexen quadratischen Matrizen bis auf Ahnlichkeit
zu klassifizieren.

4.1 Definition. Fiir A € K und k > 1 sei

A1 0
Jk(A) =
0 A

Wir nennen Ji (A ) den Jordan-Block zu A der Linge k.

4.2 Theorem. Es sei ¢ € Endg (V) so, dass mg(x) vollstindig in Linearfaktoren aus K x| zerfiillt.
Dann gibt es eine Basis V so, dass @ durch eine Matrix J der Form
Ji, (A1) 0
J= € M(n xn,K)
0 Ji, (As)

dargestellt wird mit Jordan-Blécken Ji,(A;) wie in Definition 4.1.
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4. JORDANSCHE NORMALFORM

Beweis: Es gilt mg(x) = (x—24)* -+ (x—A,)" fiir paarweise verschiedene 4, ..., A,. Wir betrachten
dazu die Primirzerlegung
V=V,®---aV,

aus Korollar 2.11. Jeder Unterraum V; ist @-invariant und die Einschrinkung ¢; von ¢ auf V; hat das
Minimalpolynom mg, (x) = (x — A;)%. Es geniigt die Behauptung fiir ¢; € Endg (V;) zu beweisen, weil
wir dann die gefundenen Basen fiir V; zu einer Basis von V zusammensetzen konnen und damit die
gewiinschte Normalform erhalten. Also diirfen wir V = V; und mg(x) = (x — A)* annehmen. Nach
Proposition 3.1 gilt x,(x) = (x— A )" fiir das charakteristische Polynom von ¢. Wir ersetzen ¢ durch
¥ = ¢ — Aidy und beweisen die Behauptung fiir y. Damit folgt die Behauptung auch fiir ¢, weil wir
zu der Normalform von y einfach A - E,, hinzu addieren konnen. Dabei @ndert sich nur die Diagonal-
eintréige der Jordan-Blocke (mit Addition von A). Also diirfen wir annehmen, dass mgy(X) = x* und
damit ¢ (x) = x". Nach Korollar VII.4.10 ist ¢ dann nilpotent. Wir beweisen nun die Behauptung fiir
nilpotente Endomorphismen mit verbesserter vollstindiger Induktion nach n:

n=1:= ¢ =A-idy (sogar A = 0, weil ¢ nilpotent). Somit hat jede Darstellungsmatrix die
gewiinschte Form.

n > 2: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir alle Vektorrdume der Dimension m < n richtig ist.
Offenbar ist W := @(V) ist @-invariant. Wir betrachten die Einschrinkung ¢y : W — W, w— @(w).
Es gilt m := dim(W) < dim(V') = n, denn sonst wiirde @ (V') =V fiir alle k > 1 im Widerspruch zu ¢
nilpotent. Wir kdnnen die Induktionsannahme also fiir @y benutzen, weil ¢y auch nilpotent ist. Nach

Induktionsannahme gibt es eine Basis wy,...,w,, von W so, dass ¢y durch eine Matrix der Form
0 1 0
Ji, (0) 0
J, = c. . s Jk1 =
0 i (0) .
0 0

dargestellt wird. Dabei treten nur Nullen auf der Diagonalen dieser oberen m x m Matrix auf, weil @y
nilpotent ist. Wegen der speziellen Gestalt von J’ sicht man sofort

Rang(J') =m—t

und der Kern von @w hat Basis by :=wy, by := Wy, 11,..., by 1= Wi, 1w, +1. Wir erginzen dies zu
einer Basis by,...,b;, b1 1,...,by_p von ker(p), wobei wir

dim (ker(¢)) = dim(V) —dim(@(V)) =n—m
benutzt haben (Korollar IV.3.17). Wir betrachten nun folgenden Teil
Cl = Wiy, C2 5= Wi dkys - o5 Ct 2= Wity = Wi

unserer Basis von W. Wegen W = ¢(V) gibt es d; € V mit ¢; = @(d;) firi = 1,...,7. Wir behaupten,
dass
Wla'-'7wm7bt+la"'7bn7m)d17"°adt (X4)

eine Basis von V bilden. Weil das n Elemente sind, miissen wir nur die lineare Unabhingigkeit priifen.
Aus

m n—m t

Y awit Y Bibj+ ) vd =0 (X.5)
i=1 j=t+1 =1

folgt durch Anwenden von ¢

t
O 1Wi + Z Yic; = 0.
i {ky kit kg4 ke =1
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Wegen ¢; = wg, 4.4k, durchlaufen die auftretenden Vektoren die ganze Basis wiy,...,w, und damit
gilt oy =0 fiiri ¢ {ky,...,k; ++--+k} und alle y = 0. Setzt man dies in (X.5) ein, durchlaufen die
iibrig gebliebenen Vektoren die Basis by, ..., b, von ker(¢) und somit o;; = 0, B; = 0, 3 = O fiir alle
i, j,l. Dies zeigt, dass (X.4) eine Basis von V ist.

Wenn wir nun die Basis (X.4) umordnen und d; direkt hinter ¢; einordnen, dann hat ¢ bzgl. dieser
Basis die Darstellungsmatrix

T 11(0) 0o |o

wie gewlinscht. O

4.3. Sei ¢ € Endg(V) so, dass mg(x) vollstindig in Linearfaktoren aus K [x] zerfillt. Dann haben wir
in Theorem 4.2 gesehen, dass es eine Basis von V gibt so, dass ¢ durch eine Matrix J der Form

e 0
J = € M(nxn,K)
0 Ji, (As)
dargestellt wird, wobei

A1 0
J(A) = R € M(k x k,K).

S

0 A

Wir nennen J die Jordansche Normalform von ¢ und Ji, (41), .. .,Ji, (As) heiBen die Jordan-Blocke.

4.4 Theorem. Die Jordan-Normalform aus Theorem 4.2 ist bis auf Permutation der Jordan-Bldcke
eindeutig durch @ bestimmt, d.h. unabhdngig von der Wahl der Basis.

Beweis: Fiir/>0und u € K\ {0} gilt

0 0 1 *
u! * |
Te(w)' = A J(0) =
0 ‘ul 0
0 0

(wobei in der ersten Zeile /-mal die 0 und in der letzten Spalte /-mal die O auftauchen) nach Ubung
11.4. Also gilt

Rang(Jk(/,L)l) =k A Rang(]k(O)l) = max{k—1,0}.
Sei A € K. Mit der Blockform der Matrix

T (A =) 0
(J—A-E,) =
0 Je (A — 1)
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von (¢ — A -idy )’ erhalten wir
Rang((¢ — 7lev ZRang Ji; (A —2) Z ki + Z max{k; — . (X.6)
j= AiFA A=

Es sei jetzt [ > 1 und wir vergleichen diese Formel (X.6) mit derjenigen fiir / — 1. Es gilt

0 firk; </,

max<{k; — (I —1),0} —max{k; — 1,0} =
{ki= (1= 1).0} ~ max{k; ~ 1,0} {1 o

Somit folgt aus (X.6)

Rang((¢ — Aidy)' ') —Rang((¢ — Aidy)') = I={i=1,....s| Ai=A, ki >1}|.
A=A ki>1

Die linke Seite ist eine Invariante, die durch ¢ allein bestimmt wird. Somit bestimmt sie die Anzahl
Jordan-Blocke Ji, (A;) mit A; = A und k; > I. Weil dies fiir alle / gilt, ist auch die Anzahl Jordan-Blocke
Ji;(Ai) mit k; = und A; = A eindeutig durch ¢ bestimmt. Sie ist gleich

Rang(((p—?tidv)lfl) —Rang((¢ —)Lidv)l) —Rang(((p—?tidv)l) +Rang(((p—7tidv)l+1)
= Rang((¢ —/lidv)lfl) —2Rang((¢ —/lidv)l) +Rang((¢ — kidv)”l).

Dies zeigt, wenn man A und [ variiert, dass die Jordan-Blocke von ¢ bis auf Permutation eindeutig
durch ¢ bestimmt sind. O

4.5 Proposition. Sei J die Jordan-Normalform von ¢ aus Theorem 4.2. Dann gilt
a) A,..., A sind die Eigenwerte von @ (nicht notwendig verschieden);
b) Xo(x) = (x—A)M1 - (x = As)f;
¢) me(x) =T, (x— A)maxthildi=}
d) Anzahl Jordan-Blicke Ji,(A;) von J mit k; > | und A; = A ist gleich
dim (ker((¢ — A -idy)")) — dim (ker((¢ — A -idy)' 1))
fiir jedes A € K und 1 > 1.

Beweis: Weil J eine obere Dreiecksmatrix ist, gilt

Xo() = 2:(x) = det(x- By —J) = (x— )b - (x— ;).

Dies zeigt b). Weil die Eigenwerte von ¢ die Nullstellen von Y, (x) sind, folgt a) aus b). Wir werden
c) in Ubung 12.4 beweisen. Aus dem Beweis von Theorem 4.4 folgt, dass die fragliche Anzahl in b)
gleich

Rang((¢ — A -idy)""!) —Rang((¢ — A -idy)")
= n—dim (ker(@ — A -idy)" 1) — (n—dim(ker(((p—?t -idv)’)))
= dim(ker((¢ — A -idy)")) — dim(ker((¢ — A -idy)" ")),
wobei wir die Dimensionsformel aus Korollar IV.3.17 benutzt haben. O

4.6 Korollar. Es sei ¢ € Endg (V). Dann ist ¢ genau dann diagonalisierbar, wenn das Minimalpoly-
nom me(x) in ein Produkt paarweise verschiedener Linearfaktoren aus K x| zerfallt.
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Beweis: Wenn ¢ diagonalisierbar ist, dann zerfillt das Minimalpolynom als Teiler des charakteris-
tischen Polynoms (Korollar 2.4) in Linearfaktoren aus K|[x]. Weil ¢ nach Voraussetzung durch eine
Diagonalmatrix dargestellt werden kann und weil jede Diagonalmatrix auch Jordan-Normalform ist
mit Jordan-Blocken der Linge 1, folgt aus Proposition 4.5 c), dass m(x) das Produkt von paarweise
verschiedene Faktoren ist. Dies zeigt ,,—>.

,~<=": Wenn mg(x) in ein Produkt von paarweise verschiedenen Linearfaktoren aus K[x] zerfillt,
dann gibt es eine Jordan-Normalform J nach Theorem 4.2. Wir benutzen Proposition 4.5 c) und es
folgt

mq)(x) _ H (x_x)max{ki\li:l}.

Andererseits wissen wir nach Voraussetzung, dass mg(x) ein Produkt von paarweise verschiedenen
Linearfaktoren ist. Weil die Faktorisierung eines Polynoms in irreduzible Faktoren bis auf Permuta-
tion eindeutig ist, miissen deshalb alle Exponenten in der obigen Formel gleich 1 sein, d.h. k; = 1 fiir
i=1,...,s. Also hat J nur Jordan-Blocke der Lange 1 und ist damit eine Diagonalmatrix. Es folgt,
dass ¢ diagonalisierbar ist. O

4.7 Bemerkung. Die Jordan-Normalform von A € M(n x n,K) ist definiert als die Jordan-Normal-
form von @4: K" — K", o0 +— A - a. Sie existiert natiirlich nur, wenn das Minimalpolynom m (x)
vollstdndig in Linearfaktoren aus K|x] zerféllt. Nach Korollar 3.1 ist die dquivalent dazu, dass x4(x)
vollstindig in Linearfaktoren aus K [x] zerfillt. Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist diese Be-
dingung immer erfiillt, falls K = C.

Zur Erinnerung: A, B € M(n x n,K) heiBen dhnlich :<= 3G € GL(n x n,K) mit f =G-A- G~ .

4.8 Theorem. Zwei komplexe n X n Matrizen sind genau dann dhnlich, wenn sie dieselbe Jordan-
Normalform haben bis auf Vertauschen der Jordan-Blocke.

Beweis: ,,—: Seien A, B € M(n x n,C) mit A ~ B. Dann gibt es einen n-dimensionalen komplexen
Vektorraum V, ¢ € Endc (V') und zwei Basen von V so, dass ¢ die Darstellungsmatrix A bzgl. der
einen Basis und die Darstellungsmatrix B bzgl. der anderen Basis hat (siehe Korollar V.4.8). Es seien
J4 und Jp die Jordan-Normalformen von A und B. Damit sind J4 und Jg auch Jordan-Normalformen
von ¢. Nach Theorem 4.4 ist die Jordan-Normalform von ¢ bis auf Permutation der Jordan-Blocke
eindeutig. Das zeigt ,,—*.

»<—=": Es seien A,B € M(n x n,C) mit Jordan-Normalformen J4 und Jp, die bis auf Permutation
der Jordan-Blocke gleich sind. Letztere entsteht aber aus einer entsprechenden Permutation der Ko-
ordinaten, d.h. aus einem (besonders einfachen) Basiswechsel. Mit Korollar V.4.8 folgt J4 ~ Jg. Also
folgt A ~ B aus

A~ Jy~Jp~B,

weil die Ahnlichkeit eine Aquivalenzrelation ist (Proposition V.2.7). O
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Kapitel XI.

Multilineare Algebra

1. Direkte Summen

Zuerst wollen wir den Begriff der direkten Summe, den wir in Abschnitt I11.2 eingefiihrt hatten, auf
beliebige Familien von Vektorriumen verallgemeinern.
In diesem Abschnitt sei K ein Korper.

1.1. Sei (V;);cs eine Familie von K-Vektorrdumen. Wir haben in II1.2.1 gesehen, dass das kartesische
Produkt [T;c; Vi = {(vi)ier | vi € Vi} einen K-Vektorraum bildet unter komponentenweiser Addition
und skalarer Multiplikation. Es ist leicht zu sehen, dass

@Vi ={(vi)ier € HVi | vi # 0 fiir nur endlich viele i € I}
icl icl
ein Unterraum ist und damit auf natiirliche Art ein K-Vektorraum bildet. Wir nennen @,c,;V; die

direkte Summe der V;.

1.2. Fiir j € [ ist die Abbildung V; — @;; Vi, vj+ (...,0,v;,0...) injektiv und linear. Wir identifi-
zieren ab jetzt V; mit seinem Bild in P,.; V; und betrachten somit V; als Unterraum von ;; V.

1.3 Proposition. Jedes v € @;.; Vi hat genau eine Darstellung v =Y ;c;v;, wobei v; € V; Vi € I und
v; # 0 hdchstens fiir endlich viele i € I.

Beweis: Nach Definition gilt v = (v;);e; mit v; € V; und v; # 0 hochstens fiir endlich viele i € I.

ZiEI("'v()?ViaOv---) = ZV,’.

v=(vi)ier =
Identifikation 1.2 el

Def.?on +

Das zeigt die Existenz. Fiir die Eindeutigkeit betrachten wir eine weitere solche Zerlegung v =Y ;c; ..

Dann gilt
v=Yv=Y(.,0,0,...) = (W)ies
ic1  12id
Wegen der Eindeutigkeit der Komponenten in [],¢; V; folgt v; = vg Viel. =

1.4 Bemerkung. Wenn [ endlich ist, dann zeigt Proposition 1.3, dass die in 1.1 definierte direkte
Summe mit der in 111.2.14 definierten direkten Summe iibereinstimmt.

1.5 Proposition. Fiir i € I sei (ej}) ey, eine Basis von Vi. Dann ist (ei;) i je{(i.j)icl, jes;} €ine Basis
von @ier Vi

Beweis: Sei v € @,,;V;. Nach Proposition 1.3 gilt v = Y ;;v; mit v; € V; und v; # 0 fiir hochstens
endlich viele i € I. Fiir i € I = v; = ¥ ¢, Aijeij mit A;; € K und A;; = 0 bis auf endlich viele j.

— V= ZV,‘ :Z Zl,-je,-j.

icl icl jel;
Also bilden {e;; | i € I, j € J;} ein Erzeugendensystem von @, V;. Es bleibt die lineare Unabhingig-

keit zu priifen. Sei also
0=YY Ayeij,
i€l jeJ;
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wobei A;; # 0 fiir hochstens endlich viele i, j. Setze
Vi = Z ﬂ,ijeij.
JEJi

Dann gilt v; € V; und 0 = Y ;;v;. Mit Proposition 1.3 gilt v; = 0 Vi € 1. Weil nun (e;;) jes, eine Basis
ist von V; und 0 = v; =} jc, Aijeij, miissen alle A;; = 0 sein == (e;;) i j)e{(i,j)ic1,jes;) 1St auch linear
unabhingig. O

1.6 Bemerkung. Insbesondere besitzt @@;c; K die Basis (e;)ic; mit ¢; = (...,0,1,0,...), wobei der
einzige Eintrag 1 an der i-ten Stelle ist. Wir sprechen von der Standardbasis von @,.; K. Sie verall-
gemeinert den Spezialfall K" = @ K.

1.7 Proposition (Universelle Eigenschaft der direkten Summe). Fiir alle i € I seien ¢;: Vi = W
lineare Abbildungen in den festen K-Vektorraum W. Dann existiert genau eine lineare Abbildung

¢: PVi—-w
iel

mit @y, = @; fiir alle i € I.

Beweis: Fiir v € @),;V; existiert genau eine Darstellung v =Y ;; v; mit v; € V; und v; # O fiir hochs-
tens endlich viele i € I (Proposition 1.3).

o(v) =Y @i(v).

icl

Die ist wohldefiniert, weil htchstens endlich viele Summanden # 0 sind. Um zu zeigen, dass ¢ linear
ist, wihlen wir A, A’ € K, v = (v)ier, V' = (V})ie1 € Bjci Vi-

o(Av+ 1Y) = (p(AZviM'Zv;):<p(27wi+7uv;)

12 i€l iel icl

Deto ;(p,-(lv,-—i-l’vg)

- MUDRR IR MAD RS W
Vo, A0+ R0,

v fiir i=j

Alsoist @ linear. Firve V; giltv=Y -, v; mitv; = { 0 fiir it ° Also folgt @(v) = Lie; 9i(vi) = @;(v;) =
@;(v). Also gilt @ly, = ¢;. Die Eindeutigkeit von ¢ ergibt sich daraus, dass der Vektorraum ¢, V;
erzeugt wird von den Unterrdumen V;. O

2. Tensorprodukte

Das Tensorprodukte ist eine ,,bilineare Konstruktion* die zu zwei K-Vektorraumen V, W einen neuen
K-Vektorraum V @ W konstruiert. Neben der Algebra spielen Tensorprodukte in der Differential-
geometrie und sogar in der Physik eine wichtige Rolle. Wir werden hier das Tensorprodukt vom
algebraischen Standpunkt betrachten.

In diesem Abschnitt sei K ein beliebiger Korper.

2.1 Definition. Eine bilineare Abbildung f: V x W — X von K-Vektorrdaumen V,W X erfiillt die
Axiome:

) f+v,w) = fhw)+f(V,w);
i) fv,w+w)=flv,w)+fnw);
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i) f(Av,w)=24f(v,w)=f(v,Aw);
firalle A € K,v,v € V,w,w' € W.

2.2. Es seien nun im Folgenden V und W K-Vektorrdaume. Wir betrachten S :=V x W als Menge und
ignorieren die Vektorraumstruktur. Dann bilden wir die direkte Summe

F =K.

seS

Dies ist ein K-Vektorraum mit Standardbasis (es)ses, wobei e; = (...,0,1,0,...) eine 1 in der s-
Koordinate hat. In F betrachten wir den Unterraum E, der erzeugt wird von allen Elementen der
Form

(*1) €(ap) €@ ,b) — €(atab)
(*2) €(ab) T €(ad') — E(abtt)
(*3) €r(ab) —€(rab)
(*4) €n(ap) — €(arb)
wobei a,a’ € V,b,b' € W, A € K. Das Tensorprodukt von V und W wird definiert durch
VoW :=F/E.

Nach Konstruktion ist V. ® W ein K-Vektorraum. Das Bild von e, ;) unter der Quotientenabbildung
n: F — F/E wird mit a ® b bezeichnet und heifit das Tensorprodukt vona € Vund b € W.

2.3 Proposition. Fiir v,v' € V,w,w' € W und A € K gelten die folgenden Rechenregeln:

I) (v+V)@w=v@w+V @w;

2) v@(w+w)=vw+vew,

3)A-(veaw)=(A-v)@w,

4hA-(veaw)=va(A-w).

Beweis: Wir zeigen nur 1), die anderen Eigenschaften beweist man analog. Es gilt ker(w) = E. Es
liegt e(, ) + €(1/ 1) — €(y4,w) in E und damit auch in ker(7).

= 0= 7r<e(v,w) + €W w) — e(v+v’,w)) = 7.L-(e(v,w)) + Tc(e(v’,w)) - n-(e(wrv/,w))
=v@w+vVeaw—v+V)w.

Dies zeigt 1). O
2.4 Korollar. Die Abbildung t: VxXW =V W, (v,w) — v®w, ist bilinear.
Beweis: Dies ist eine Umformulierung von Proposition 2.3. O

2.5 Bemerkung. Es lisst sich nicht jedes Element in V ® W schreiben als v@ w,v € V,w € W. Zur
Erinnerung: V@W = F /E. Jedes Element in F lésst sich schreiben als Summe Y, A;e(,, ,,,) mit endlich
vielen v; € V, w; € W und A; € K. Damit kann man durch Anwendung von 7 nur schlieBen, dass jedes
Element ® € V@ W die Form ® = }; A;v; ® w; hat. Wegen der Relation 4) in Proposition 2.3 folgt
W= ZV: Kw;
il

mit v} = A;v;. Die Elemente in V ® W heifien Tensoren. Wenn sie die Form v®w haben mitv € V, w €
W, dann spricht man von reinen Tensoren. Die obige Diskussion zeigt, dass die reinen Tensoren den
Vektorraum V ® W erzeugen (aber bilden keine Basis).
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2.6 Proposition. Das Tensorprodukt V QW zusammen mit der bilinearen Abbildung T aus Korollar
2.4 erfiillt folgende universelle Eigenschaft:

a) Fiir jede bilineare Abbildung f: V xW — X von K-Vektorridumen existiert genau eine lineare
Abbildung ¢: VW — X so, dass das Diagramm

\% xW‘*f>X
|
Jlo
Vew

kommutiert, d.h. f = @oT.

b) Wenn ©': V xW — T eine bilineare Abbildung ist so, dass (T,1") die universelle Eigenschaft a)
erfiillt anstelle von (V @ W, t), dann 3! Isomorphismus 6: VQW — T mit T = 0o 1.

Beweis: a) Nach Proposition V.1.1 kann man bei einer linearen Abbildung die Bilder einer Basis
frei wahlen und damit ist die lineare Abbildung auch eindeutig bestimmt. Wir benutzen nun, dass
(es5)ses (mit S =V x W) eine Basis von F ist und wenden das an. Dann gibt es also genau eine
lineare Abbildung ¢: F — X mit ¢(e;) = f(a,b) fiir alle (a,b) =s € S.

Wir zeigen nun, dass £ im Kern von @ ist:

P(eap) T e p) —eatap) = Ple(ap) + Plew n)) — Ple(ata )
= f(a7b) +f(a/7b) _f(a+al7b) =0.

Die Elemente vom Typ (*;) bis (*4) sind analog im Kern. Da die Erzeuger von E im Kern liegen,
liegt E im Kern. Nach dem Homomorphiesatz (Theorem II1.3.5) gibt es genau eine lineare Abbil-
dung ¢: VW =F/E — X mit $§ = ¢ o, wobei 7 der Quotientenhomomorphismus ist. Es gilt
fla,b) = P(e(up)) = ¢(a®b). Weil die reinen Tensoren a ® b den Vektorraum V @ W erzeugen,
folgt f =¢@oT.

Eindeutigkeit: Sei ¢’ eine andere solche Abbildung. Sie stimmt dann insbesondere auf den reinen
Tensoren mit ¢ iiberein und weil die ein Erzeugendensystem bilden, folgt ¢’ = ¢.

b) Wende die universelle Eigenschaft von (V ® W, 7) auf 7’ an und erhalte ¢. Wende danach die
universelle Eigenschaft von (7, 7") auf 7 an und erhalte .

VW
/ \Ll\
T
3! 3!
Vow — 17"V . vew

Wenn wir nun die universelle Eigenschaft von (V ® W, ) auf 7 anwenden, dann muss das ,,¢* von
a) offensichtlich gleich idygw sein. Andererseits ldsst auch y o ¢ das Diagramm kommutieren und
wegen der Eindeutigkeit in a) muss ¥ o @ = idygw gelten. Analog zeigt man Yo ¢ =idr. O

2.7 Bemerkung. Die bilinearen Abbildung f: V x W — X bilden bei festem V,W,X einen K-Vek-
torraum unter der punktweisen Addition und skalaren Multiplikation (analog zu Beispiel III.1.1).
Aus Proposition 2.6 folgert man sofort, dass dieser Vektorraum isomorph zu Hom(V ® W, X) ist.
Der Isomorphismus ist gegeben durch f — ¢ aus Proposition 2.6. Insbesondere ist der Raum der
Bilinearformen {b: V x W — K | bilinear } isomorph zum Dualraum (V @ W)*.

2.8 Proposition. Es seien @1: Vi — Wi, @2: Vo — W, lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen.
Dann existiert genau eine lineare Abbildung ¢ : Vi @V, — W) @ W, mit

P(vi@v2) = @1(v1) @ ¢2(v2)
fiir alle v; € V;. Wir bezeichnen jetzt @ mit Q1 @ @a.
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Beweis: Wir betrachten die Abbildung
[iVixVa= Wi @Wa, (vi,v2) = @1(v1) @ ¢2(v2).

Diese Abbildung ist bilinear:

fi+viv) =i +vV)@@mv) = (@) +ei(v))) @ ea(v2)

@ linear

2.3:’1 O1(v1) @ Ga(m) + @1 (V) @ @2(v2) = f(vi,v2) + f(V},v2).

Analog zeigt man die anderen Axiome der Bilinearitéit. Nach der universellen Eigenschaft 2.6 gilt

V1 XV2

10N

Vi’V Lwl QRW;.
Firv, € Vi,v, € V, gilt

P(vi®n) D;f‘POT(Vth) oo kf(Vth) = 01(v1) @ g2 (12).

re1eC

Also hat ¢ die gewiinschte Eigenschaft. Weil die reinen Tensoren v; ® v, das Tensorprodukt V; ® V;
erzeugen, ist @ durch diese Eigenschaft eindeutig bestimmt. 0

2.9 Proposition. Es seiV ein K-Vektorraum. Dann gibt es kanonische Isomorphismen KQV 2V =
V®K.

Beweis: Wir betrachten die bilineare Abbildung
fi KXV =SV, (A,v)— A

Nach der universellen Eigenschaft in 2.6 gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: KQV —V, AQv—
Av.Seiy: V — K®V, vi— 1®v. Nach den Rechenregeln in 2.3 ist y wieder eine lineare Abbildung.
Es gilt firv e V,A € K:
poy(v)=9(l@v)=1-v=y
yop(A®v)=yAv) =12 (Av) = A-DHRv=AaWw

Weil die reinen Tensoren A ® v das Tensorprodukt K ® V' erzeugen, muss ¢ ein Isomorphismus sein
mit Umkehrabbildung y. Analog zeigt man, dass V =2V ® K gilt. O

2.10 Proposition. Es seien (V;)ic; und (W;)jc; zwei Familien von K-Vektorrdumen. dann gibt es
genau einen Isomorphismus

(@v)e(@®w) = & mew)
iel jeJ (i,j)elxJ

mit der Eigenschaft
(vi)ier ® (W;) jes = (vi ®Wj)(i,j)el><1'

Beweis: SeiV :=@;; Vi, W := D, W;. Wir zeigen, dass

= P view,
(i,j)elxJ

zusammen mit der bilinearen Abbildung

T VW =T, ((Wier,(w))jes) = (vi QW;)(i,j)elxJ >
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die universelle Eigenschaft in Proposition 2.6 erfiillt. Wir miissen fiir eine bilineare Abbildung Abbil-
dung f: V x W — X von K-Vektorrdumen zeigen, dass es genau eine lineare Abbildung ¢: 7" — X
gibt so, dass das Dreieck

VW

' —X

kommutiert. Durch Einschrinkung von f auf den Unterraum V; x W; erhalten wir eine bilineare Ab-
bildung f;;: Vi xW; — X.

Vi X Wj
fij

/
T

g,
ViaWw,

Hier haben wir die universelle Eigenschaft in Proposition 2.6 fiir (V; © W}, ) benutzt. Aufgrund der
universellen Eigenschaft von direkten Summen (Proposition XI.1.7) gibt es genau eine lineare Ab-
bildung ¢: 7" — X so, dass ®lv,ew, = @;; ist. Mit Linearititsargumenten folgt leicht, dass das erste
Dreieck kommutiert und eindeutig ist. Wir haben also gezeigt, dass 7', 7’ die universelle Eigenschaft
des Tensorprodukts V ® W, 7 erfiillt. Nach dem Zusatz in Proposition 2.6 folgt, dass VW = T ist.
Man zeigt leicht, dass dies der gewiinschte Isomorphismus ist und dass er eindeutig ist. 0

2.11 Proposition. Wenn V die Basis (v;)ic; und W die Basis (w;) je; hat, dann ist (vi @W;) i jyerxs
eine Basis von' V Q W. Insbesondere gilt fiir endlich dimensionale V und W, dass

dim(V®@W) =dim(V) - dim(W).

Beweis: Es gilt

Vaw = (G?Kv,-) (EBKW,> = @ (Kw;)

B
ais jeJ (i,))elx J

= K®QK = K.
Kvi=2K>~Kw @ ® 29 @
(i j)erxd (i,j)elxJ

Die Standardbasis (e(; j))(i,j)erxs der rechten Seite entsteht unter dem Isomorphismus aus der Familie
(vi®Ww;)(i,j)erxs und damit folgt die Behauptung. O

2.12 Proposition. Sei ¢: Vi — V, eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen und sei W ein K-
Vektorraum. dann gilt:

a) @ surjektiv—> @ Qidy: Vi QW — V, W surjektiv,
b) @ injektiv— @ ®idy: Vi QW — V, QW injektiv.

Beweis: a) V, ®@ W wird von den reinen Tensoren v, @ w mit v € Vo, w € W erzeugt. Weil ¢ surjektiv
ist, gibt es v; € V; mit @(v;) = v, und es folgt

(pRidy)(vi@w) = @(v1) @idy (W) = (V1) @W =, @w.

Also umfasst das Bild der linearen Abbildung ¢ ®idy das Erzeugendensystem (v @ W)y, ev, wew -
Es folgt, dass ¢ ®idw surjektiv ist.

b) Eine lineare Abbildung ist genau dann injektiv, wenn sie eine Basis in eine linear unabhingige
Familie abbildet. Sei (b;);c; eine Basis von V;. Dann ist (q)(b,-))l. ., linear unabhingig in V>, weil
wir ¢ als injektiv voraussetzen. Somit kann man diese Familie nach dem Basisergédnzungssatz
zu einer Basis erginzen. Es sei (c;)jc; eine Basis von W. Dann folgt aus Proposition 2.11, dass
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(@(bi) ®cj) i jerxs ein Teil einer Basis von V, @ W ist. Insbesondere sind die ¢(b;) ® c; linear
unabhingig. Weil (b; ® Cj)(i,j)erxs €ine Basis von V; @ W ist und weil

(¢ @idw)(bi@cj) = @(bi) ®c;
gilt, muss mit obigem Fakt auch ¢ ® idy injektiv sein. O

2.13. Sei L eine Korpererweiterung von K, d.h. K C L Teilkdrper mit denselben +, - auf K. Fiir einen
K-Vektorraum V heilit V; := L®V die Skalarerweiterung von V nach L. Hier benutzen wir, dass L
ein K-Vektorraum ist, indem wir die skalare Multiplikation K x L — L, (o, 3) — o - B benutzen, die
durch die Multiplikation von L induziert wird. Somit ist V; ein K-Vektorraum. Wir behaupten, dass
es auf V;, genau eine L-Vektorraum-Struktur gibt mit demselben + so, dass

A-(a@v)=Ao)®v (XL.1)
gilt fiir alle a,A € L,v € V.

Beweis: FirA € List LxV — V., (a,v) — (Aa) ®v K-bilinear und somit gibt es genau eine K-
lineare Abbildung 7 : V; — V;, mit Tj (o ® v) = (Aa) ® v aufgrund der universellen Eigenschaft von
L ®V. Wir definieren die skalare Multiplikation durch

LxV, =V, (A, o) — T) (o).

Mit Hilfe der Rechenregeln in 2.3 zeigt man leicht die Vektorraumaxiome. Die Identitit (XI.1) und
die Eindeutigkeit folgen aus der Konstruktion. O

2.14 Proposition. Sei ¢ € Homg (V},Va). Dann gibt es genau eine L-lineare Abbildung ¢.: (Vi) —
(Vo)L mit (0 @v) =@ @(v) Vo € L,v € V).

Beweis: Wir setzen ¢ := id;, ®@. Dann ist ¢, K-linear. Wir wihlen A, € L,v € V.
eL(A(a®v)) = o ((Aa)@v) = (Aa)@ () =A(a® (V) =A1p(a®V).

Damit zeigt man sofort, dass ¢y, L-linear ist, Die Eindeutigkeit von ¢y, folgt, weil die reinen Tensoren
o ®v das Tensorprodukt (Vi) = L&k V) erzeugen. O

2.15 Korollar. a) ¢ surjektiv = @, surjektiv;
b) @ injektiv = @, injektiv.

Beweis: Folgt aus Proposition 2.12. O

3. Die Tensoralgebra

Wir fithren das Tensorprodukt von mehreren Vektorrdumen ein. Damit machen Tensorpotenzen eines
gegebenen Vektorraums Sinn und deren direkte Summe nennen wir die Tensoralgebra. Diese hat eine
natiirliche Ringstruktur, die wir in diesem Abschnitt studieren wollen.

In diesem Abschnitt seien alle auftretenden Vektorrdume iiber dem Korper K definiert. Es seien
Vi,..., Vi K-Vektorrdume.

3.1 Definition. Eine Abbildung f: V| x --- x V,;, — W heifit multilinear, falls sie folgende Eigen-
schaft hat fiir allei € {1,...,m}:

f(vl,...,vi,l,lvi—l—l'v;,viﬂ,...,vm) =

lf(vl,...,vi,l,vi,viﬂ,...,vm)—|—7L’f(v1,...,vi,l,vg,viﬂ,...,vm)

fiir alle vy,...,vy,vi € Vund A,A" € K.
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3.2. Fiir m > 2 definieren wir V| ® - - - ® V;,, analog zum vorigen Abschnitt: Es sei S:=V| X --- XV},
als Menge. Wir betrachten F := @,.gK. Dann ist F ein K-Vektorraum mit Standardbasis (es)ses,
wobei ¢; = (...,0,1,0,...) eine 1 in der s-Koordinate hat. Es sei E der Unterraum von F, der erzeugt
wird von allen Elementen der Form

AWt yeeeViyeoVm) T AWV eesin) T €01 AVAANV) )
mit/ € {1,...,m}, v;,v; € Vi, A,A” € K. Wir definieren das Tensorprodukt von Vj, ..., Vp, durch
Vi®---@V,:=F]E.

Dies ist wieder ein K-Vektorraum. Wir bezeichnen die Quotientenabbildung mit 7: F — F/E =
Vi@V, Firvy, € Vy,...,v, €V, definieren wir das Tensorprodukt

VIR @V =T (e, )

Nach Konstruktion erzeugen diese reinen Tensoren v ® - - - ® v,,, das Tensorprodukt V| ® - -- ® V,, als
K-Vektorraum. Fiir m = 2 erhalten wir das alte Tensorprodukt V; ® V, aus Abschnitt 2.

3.3 Proposition. Die Abbildung ©: Vi X - XV > Vi@ @V, (Vi,...yvp) = VI Q- Q vy, ist
multilinear.

Beweis: Analog wie Proposition 2.3. O

3.4 Proposition. Das Tensorprodukt Vi ® - - - ® V,, zusammen mit der multilinearen Abbildung T aus
Proposition 3.2 erfiillt folgende universelle Eigenschaft:

a) Fiir jede multilineare Abbildung f: Vi x --- x V,, — W von K-Vektorrdumen existiert genau eine
lineare Abbildung ¢: Vi ®---®V,, = W so, dass das folgende Diagramm kommutiert:

le...mef—>X

| =

b) Wenn v': Vi x --- x V,, = T eine multilineare Abbildung von K-Vektorriumen ist so, dass (T, 1)
die universelle Eigenschaft a) erfiillt anstelle von (V) @ - - @V,,, T), dann 3! Isomorphismus 0 : V} ®
@V, —=Tso, dass T =0oTt.

Beweis: Analog zu Proposition 2.6. O

3.5 Proposition. Es gibt genau einen Isomorphismus Y: Vi @@V, — (Vi ®--- Q@ V1) @V, mit
YV R - QVpy) =V @ QVy—1) vy

Beweis: Die Abbildung f: Vi X+ xV,, = (Vi@ Q@Vpy—1) @V, (ViyeevyVim) = (M Q- Q@) ®
v, st multilinear und somit gibt es nach der universellen Eigenschaft 3.4 genau eine lineare Abbil-
dung @: Vi@ @V = Wmit (vi @ Qvpy) = (VI Q- QViy—1) @ V.

Es bleibt zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist. Dazu konstruieren wir die Umkehrabbildung.
Fiir fest gewihltes v,, € V,, betrachten wir die multilineare Abbildung Vi X --- XV, > V| ®---®
Vins (V1o oo Vim—1) = V1 ® -+ @ V| @ vy, Nach der universellen Eigenschaft 3.4 gibt es genau eine
lineare Abbildung v, : Vi®@---@V,-1 > Vi ®--- @V, mity, (v @ - Q@vpy_1) =V - QVy,. Wir
betrachten nun die bilineare Abbildung (Vi @ ---®@V,y_1) XV > Vi @+ Q@ Vi, (0,v) — ¥, (©).
Dabei ist die Linearitidt in @ € V| ® - - - ® V,,,_1 klar nach Konstruktion. Die Linearitit in v,, rechnet man
fiir einen reinen Tensor @ direkt mit der Definition nach und der allgemeine Fall folgt aus Linearitét
in @. Nach der universellen Eigenschaft 2.6 gibt es genau eine lineare Abbildung y: (Vi ® -+ ®
Vin-1) @V = V1 @+ @V, mit W((V1®-"®vm_1)®vm) =Y, (M ® - @Vp1) =VI® @ Vp.
Aus den Definitionen folgt ¢ o y =id und y o ¢ = id auf den reinen Tensoren und damit iiberall, weil
die reinen Tensoren die Tensorprodukte erzeugen. Damit ist y die Umkehrabbildung von ¢. O
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3.6 Korollar. Seien V,W,X K-Vektorriume. Dann gibt es genau einen Isomorphismus ¢: (VW) ®
X=>VeoWeX)mito((a®b)®c)=a® (b®c).

Beweis: Dies folgt aus Proposition 3.5, weil beide Seiten isomorph zu V ® W ® X sind. O

3.7 Bemerkung. Mit 3.5 kann man m-fache Tensorprodukte immer auf 2-fache Tensorprodukte zu-
riickfithren und nach 3.6 darf man beliebig umklammern. Man kann nun 2.8-2.11 auf mehrfache
Tensorprodukte verallgemeinern, in dem man entweder analoge Beweise fiihrt oder mit Hilfe von 3.5
und 3.6 auf den Fall von 2 Faktoren zuriickfiihrt.

3.8. Wir definieren die k-te Tensorpotenz V®* :=V ®---®V fiir einen K-Vektorraum V. Konven-
——
k-mal
tion: V®0 := K, V®! = V. Aus Bemerkung 3.7 folgt, dass (V®¥) ® (V®!) kanonisch isomorph zu
veE+) ist. Wir werden im Folgenden diese Rdaume identifizieren. Wir definieren die Tensoralgebra
T(V) iiber V als

oo

TV)=PVv¥*=Kavav?e...
k=0

Wir betrachten dabei die Summanden K,V,V®2, ... V& . als Unterriume des K-Vektorraums T(V).
Wir setzen Ty (V) := V. Die Elemente aus 7;(V) heiBen homogene Elemente von T (V).

3.9 Definition. A heifit K-Algebra, wenn A ein K-Vektorraum und gleichzeitig ein Ring so, dass das
Ringprodukt K-bilinear ist. Dabei soll das + des Ringes gleich dem + des Vektorraums sein. Ein
Algebrahomomorphismus ist eine Abbildung zwischen K-Algebren, die ein Ringhomomorphismus
ist, d.h. vertrdglich mit 4+ und - der Ringstruktur und die das Einselement auf das Einselement abbil-
det. Ein Algebraisomorphismus ist ein Algebrahomomorphismus, der eine Umkehrabbildung hat, die
auch ein Algebrahomomorphismus ist.

3.10 Beispiel. Der Polynomring K[xi,...,x,] ist eine K-Algebra (sieche VIL1).

3.11 Proposition. Es gibt genau ein Produkt - auf T (V) so, dass der K-Vektorraum T (V) zu einer
K-Algebra wird mit

ViR QW) W W)=V QAW - QW
fiiralle vy, ... ,vg,wy,...,w €V.

Beweis: Die Abbildung
Vv 5y () s 0@y

ist bilinear aufgrund der Rechenregeln. Wir setzen
(Z wk) . (ZW) = Z(Dk Ky,
k ! k!

wobei @, € V& v, € V®! sein soll und alle Summen endlich sein sollen. Man zeigt leicht, dass dieses
Produkt das Gewlinschte erfiillt. Weil die reinen Tensoren die Tensoralgebra erzeugen, folgt auch die
Eindeutigkeit. O

3.12 Bemerkung. Weil das Produkt in Proposition 3.11 das Tensorprodukt ® fortsetzt, werden wir
es ab jetzt auch mit ® bezeichnen.

3.13 Proposition. Die Tensoralgebra T (V) mit der kanonischen Inklusionsabbildung V — T (V) er-
fiillt folgende universelle Eigenschaft: Fiir jede K-Algebra A und jede lineare Abbildung ¢:V — A
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gibt es genau einen Algebrahomomorphismus ¢: T (V) — A so, dass folgendes Diagramm kommu-
tiert:

7
7/
PRaEIT)
V)

Beweis: Fiir k € Nist f: VK = A, (vi,...,%) = @(v1)--- @(v;) multilinear. Es existiert also genau
ein lineare Abbildung @ : V¥ — A so, dass das folgende Diagramm kommutiert:

Vk*f>A

|

V®k

Mit Hilfe der universellen Eigenschaft der direkten Summe in Proposition 1.7 erhalten wir ¢ aus
den ¢. Man rechnet nach, dass ¢ das Gewiinschte macht. Die Eindeutigkeit folgt daraus, dass die
Tensoralgebra 7'(V') als K-Algebra von V erzeugt wird. Das wird im Rest dieses Abschnittes erklirt.

O

3.14. Sei A eine K-Algebra. Dann heifit eine Familie (a;);c; ein Erzeugendensystem von A <= Va €
AdreN,peKixy,...,x;Jund a;,...,a; aus (a;)ic; mita = p(a;,,...,a;).

3.15 Beispiel. Die K-Algebra K[xi,...,x,] wird erzeugt von xi,. .., x,.

3.16 Lemma. Seien @, ,: A — B Algebrahomomorphismen und (a;);c; ein Erzeugendensystem von
A. Dann gilt:

01 =@ <= @1(a;) = @(a;)Vic I

Beweis: ,,.—> trivial.
=

Algebrahom. (

?1 (a) =0 (p(aiﬂ’ . "air)) p (Pl(ail)»- . '7(p1(ai,))
:p(%(ail)7"'7¢2(air)) = (PZ(p(aila"'vair)) = q)l(a) O

3.17 Proposition. 7' (V) wird von jedem Erzeugendensystem von'V als K-Algebra erzeugt.

Beweis: Nach Definition ldsst sich jedes @ € T(V) schreiben als Summe von reinen Tensoren aus
gewissen V. Damit erhiilt man @ durch Einsetzen von Vektoren aus V in ein geeignetes Polynom in
Klxi,...,xp]. Aufgrund der Bilinearitit des Tensorproduktes gilt das auch fiir die Vektoren aus dem
Erzeugendensystem von V. Dies zeigt die Behauptung. O

4. Die symmetrische Algebra

Die Tensoralgebra 7 (V) ist nicht kommutativ, falls dim(V') > 2. Wir konstruieren in diesem Abschnitt
aus T(V) die symmetrische Algebra S(V), die kommutativ ist. Diese Algebra ist wichtig fiir die
Algebra und die Differentialgeometrie.

In diesem Abschnitt sei V ein Vektorraum iiber dem Korper K.

4.1 Definition. Sei W der Unterraum von 7' (V') erzeugt von
{1 Q- QVk— V(1) D ... QVg(x) |keN, o€ S, vi,...,y €V}
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Fiir k € N sei W, der Unterraum von V®*, der erzeugt wird von
{v1®---®vk—v6(1)®---®v6(k) |0 €Sk, vi,..., i €V}
Wir nennen S(V) :=T (V) /W die symmetrische Algebra iiber V. A priori ist S(V) ein K-Vektorraum.
4.2 Lemma. Fiir ,v € T(V) gelten:
a) W =B oW, Wo := {0}, W; = {0},
b) oRv-vRwoeW;
c) fallsveW = o@veWundvwecW.

Beweis: a) folgt direkt aus der Definition.

Wir zeigen b) zuerst fiir reine Tensoren @ = w; @ --- @ wg, V=v®---Qv;. Dannist w; ® - -+ ®
wr @) ® --- ®v; bis auf eine Permutation der Faktoren gleich vi ® --- ® v,  w; ® - - - ® wy. Nach
Definition folgt @ ® v — v ® w € W. Im allgemeinen sind @ und v endliche Summen von reinen
Tensoren und somit folgt b) aus der Bilinearitit von ®.

c): Ab jetzt sei v € W. Wir nehmen zuerst an, dass

V:V1®"'®Vk_vc(1)®"‘®Vg(k), O=w R Qw
gilt. Dann folgt
(D®V=W1®"'®W1®V1®"-®Vk—wl®--~®wl®v6(l)®...®v6(k)_

Also gilt ® ® v € W nach Definition. Im Allgemeinen sind v und @ endliche Summen von solchen
Tensoren und wieder folgt @ ® v € W aus der Bilinearitit von ®. Analog zeigt man v w e W. [

4.3 Proposition. Sei Si(V) das Bild von V= unter der Quotientenabbildung ©: T(V) — T (V) /W =
S(V). Dann gilt

oo

SV)=EPSk(V) und S (V) = VH/W.

=0 kanonisch

Beweis: Nach 4.2a) gilt W = @;_, Wi

oo

— S(V) =T(V)/W = (év®") / (éwk) = Qvehw,
k=0 k=0

" k=0
und bei diesen kanonischen Isomorphismen wird S (V) auf V=¥ /W, abgebildet. O

4.4 Proposition. Es existiert genau ein Produkt - auf dem K-Vektorraum S(V) so, dass S(V') zu einer
K-Algebra und die Quotientenabbildung w: T(V) — S(V') zu einem Algebrahomomorphismus wird.

Beweis: Weil 7 surjektiv ist, muss - eindeutig sein. Wir zeigen nun die Existenz. Fiir a,b € S(V)
do,v € T(V) mit a = n(®) und b = n(v). Wir definieren a-b = w(® ® v). Wir miissen zeigen,
dass diese Definition unabhidngig von der Wahl der Urbilder von a, b ist. Wir zeigen zuerst, dass a - b
unabhingig von der Wahl von @ ist. Sei also @' € T(V) mit 7(®’) = a. Es gilt also n(®w) = n(o’)
und damit @' — o € ker(w) = W. Nach Lemma 4.2 gilt (0’ — @) ® v € W. Also folgt

0=7((0 —0)Vv)=1(0'0V)-T(O1V).

Es folgt m(w' @ v) = (@ ® v) und damit ist die Definition von a,b unabhiéngig von der Wahl des Ur-
bildes @. Ahnlich argumentiert man fiir den zweiten Faktor. Die Algebraaxiome von 7' (V) vererben
sich auf S(V) und damit wird S(V') zu einer Algebra iiber K. Nach Konstruktion ist 7 ein Algebraho-
momorphismus. 0
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KAPITEL XI. MULTILINEARE ALGEBRA

4.5 Proposition. S(V) ist eine kommutative K-Algebra.

Beweis: Fiira,b € S(V) = 3w,v € T(V) mita= n(w), b = n(v). Dann gilt

a-b=n(w) w(v)=n(0ox®V)
=1(ORV-—VRO+VRIO)=T(0RV-VvR0)+7(VR ®)
€W nach 4.2b
=0+n(vRw)=>-a. O

4.6 Bemerkung. Die Abbildung1: V — S(V), v+ m(v) ist eine injektive lineare Abbildung, da sie V
auf S; (V) =V /W, =V abbildet nach Proposition 4.3. Oft identifizieren wir deshalb V mit seinem Bild
1(V'). Wegen Proposition XI.3.17 und weil : T (V) — S(V) ein surjektiver Algebrahomomorphismus
ist, muss V die Algebra S(V') erzeugen.

4.7 Proposition. Die symmetrische Algebra S(V') zusammen mit 1 : V — S(V) besitzt folgende uni-
verselle Eigenschaft: Wenn @ eine lineare Abbildung V- — A ist fiir eine kommutative K-Algebra A,
dann gibt es genau einen K-Algebrahomomorphismus ¢': S(V) — A so, dass

Vv
I

kommutiert.

Beweis: Nach der universellen Eigenschaft der Tensoralgebra 7'(V) zusammen mit der Inklusions-
abbildung i : V. — T (V) (Proposition XI.3.13) 3! Algebrahomomorphismus ¢: 7(V) — A so, dass
das Diagramm

¢

Vv
i
l Ell)

T(V)

A

NN

kommutiert. Wir behaupten, dass W C ker(®) gilt: W wird erzeugt von Elementen der Form v; ®
@ VE— V(1) @ Vg (). Weil @ ein Algebrahomomorphismus ist, gilt

PO @ @V = V(1) @ Qo)) = P(v1) - @(vk) = (V1)) -+~ P (Vo)) = 0.

Dabei haben wir im letzten Schritt die Kommutativitit von A benutzt. Das zeigt unsere Zwischenbe-
hauptung.
Nach dem Homomorphiesatz (Theorem II1.3.5) 3!¢’ lineare Abbildung so, dass

T(v) -2

T
l e’

S(V)

kommutiert. Weil ¢ ein Algebrahomomorphismus ist und 7 ein surjektiver Algebrahomomorphismus
ist, muss auch ¢’ ein Algebrahomomorphismus sein. Nach Konstruktion macht ¢’ das Gewiinschte.
Die Eindeutigkeit von ¢’ ergibt sich daraus, dass die Algebra S(V) von 1(V) erzeugt wird (siche
4.6). O

|

A

N
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4.8 Beispiel. Wir berechnen die symmetrische Algebra des K-Vektorraums V = K. Wir betrachten
die lineare Abbildung ¢ : K — K[x], o« — a - x. Der Polynomring K[x] ist eine kommutative K-
Algebra. Nach der universellen Eigenschaft von (S(K),t) in Proposition 4.7 gibt es genau einen
Algebrahomomorphismus ¢’: S(K) — K|[x] so, dass

K —2 K|
ll Je’
S(K)

kommutiert.

Umgekehrt definieren wir eine Abbildung y: K[x] = S(K), p(x) — p(1(1)). Dies ist ein K-Algebra-
homomorphismus und es gilt ¢’ oy = idgpy, Yo o = idg (k). Fazit: S(K) ist kanonisch isomorph zu
K|x] als K-Algebra.

4.9 Beispiel. Jetzt beschreiben wir die symmetrische Algebra von V = K". Wir gehen wie in Beispiel
4.8 vor. Wir betrachten die lineare Abbildung ¢ : K" — K|[xy,...,x,], & — oqx; + ... ;x,. Nach der
universellen Eigenschaft von (S(K™),1) in Proposition 4.7 gibt es genau einen Algebrahomomorphis-
mus @' : S(K") — K|[x1,...,x,)] so, dass

K";(&K[xl,...,xn}
|
I’
S(K™)

kommutiert. Umgekehrt definieren wir w: K[xy, ...,x,] = S(K"), p(x1,...,x2) = p(1(e1),.. ., 1(en))
durch Einsetzen der Standardbasis e, ..., e, in p bzg. der Algebrastruktur von S(K"). Dies ist ein K-
_____ ]> Wo @' =idggn. Fazit: S(K") ist kanonisch

isomorph zu K[xj,...,x,] als K-Algebra.

4.10 Korollar. SeiV ein K-Vektorraum mit n := dim(V) < eo. Dann gilt dim(S;(V)) = (Hﬁ*l). Falls
ki +---+k, =1} Basis von S;(V).

Vi,...,Vy Basis von'V ist, dann ist {vllc‘ x -vﬁ”

Beweis: V = K", v;—e¢; . OBdA V = K". Nach Beispiel 4.9 gilt S(V) = K[xy, . .., x,]. Aus der Defini-

tion von K|[x ..., x,] folgt, dass die Monome {x'---x% | ky,...,k, € N} eine Basis von K[x,...,X,]

als K-Vektorraum bilden. Wenn wir diese Basis mit Hilfe des kanonischen Isomorphismus tibertragen,

erhalten wir leicht die zweite Behauptung. Die Linge der Basis ist gleich der Anzahl der Partitionen
von [ in n Teile. Kombinatorisches Problem: n + [ — 1 Plitze und wir miissen n — 1 auswéihlen, das
ergibt ("I'71) = ("*17!) Moglichkeiten.

Beispiel | =7 und n = 3. Wir suchen die Anzahl Partitionen ky +ky +kz =7
OROOO0OCMOON~k =1,ky=4, ky=2; oder
BOOOOM®OOOwk =0,k =4,k;=3.

Insgesamt gibt es (g) Partitionen, weil man von 9 Plétzen 2 auswihlen muss (oben schwarz). [

5. AuBere Algebra

Sei V ein K-Vektorraum. In diesem Abschnitt werden wir analog zur symmetrischen Algebra die du-
Bere Algebra konstruieren, deren Produkt alternierend (statt kommutativ) ist. Das hat eine Verbindung
zu den Determinanten aus Kapitel VL.

5.1 Definition. Fiir k > 2 sei Uy der Unterraum von 7; (V) = V®* erzeugt von

{vi®---®@vi | vi € Vund v; = v fiir ein Paar (j,[) mit j # [}.
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Weiter sei U der Unterraum von T (V') erzeugt von | J;~, U. Wir nennen A(V) := T (V) /U die &uBere
Algebra iiber V. w: T(V) — A(V) sei die Quotientenabbildung. Weiter setzen wir Uy := U; := {0}.

52 Lemma. a) U = @;_ Ui,

b) T (V),veT(V) = 0V —(—1Dfve o c Uy

c) weT(V),veU = wo@veUundveweU.

Beweis: Ahnlich wie Lemma 4.2. ]

5.3 Proposition. Sei AK(V) := n(V®F). Dann gilt

A(V) = é/\k(V) —KaVOA (V)&
k=0

und AK(V) = V&K /U,

kan.
Beweis: Ahnlich wie Proposition 4.3. O

5.4 Proposition. Es existiert genau ein Produkt N\ auf A(V) so, dass die Quotientenabbildung w: T(V) —
A(V) ein Algebrahomomorphismus ist.

Beweis: Analog zu Proposition 4.4. O

5.5 Proposition. Fiir @ € A*(V) und v € A\(V) gilt
oAv=(-DvAro.
Beweis: Dies folgt aus Lemma 5.2b) und Proposition 5.4. O

5.6 Bemerkung. Wir haben eine kanonische injektive lineare Abbildung V — A(V), v — m(v). Wir
identifizieren V mit diesem Bild und damit mit dem direkten Summanden V aus A(V) = K&V @
A'(V)@---. Beachte, dass vAv=0fiiralleve V,davev e U, C U.

5.7 Proposition (Universelle Eigenschaft). Die cufiere Algebra A(V) zusammen mit der kanoni-
schen Inklusionsabbildung V. — A(V) aus 5.6 hat folgende universelle Eigenschaft: Sei A eine K-
Algebra und @: V — A eine lineare Abbildung mit ¢(v)- @(v) = 0 fiir alle v € V. Dann existiert
genau ein Algebrahomomorphismus @' : A(V) — A so, dass das Diagramm

9

—_—

A(V)

Vv A

kommutiert.

Beweis: Analog zu Proposition 4.7, wobei die obige Eigenschaft von ¢ dazu fiihrt, dass der Alge-
brahomomorphismus @: T(V) — A durch A(V) faktorisiert. O

5.8 Definition. Eine multilineare Abbildung f: V| x - -- x V,,, — W von K-Vektorrdaumen heif3t alter-
nierend ;<= f(vy,...,v,) =0 falls v; = v; fiir ein i # j.

5.9 Beispiel. Die Abbildung p: V" — A™(V), (vi,...,Vm) —> Vi A--- A vy, ist multilinear und alter-
nierend.
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5. AUSSERE ALGEBRA

Beweis: Multilinearitét folgt, weil p die Verkniipfung ist von der multilinearen Abbildung 7: V" —
V@™ und der linearen Abbildung 7: V" — A™(V). Man kann die Multilinearitit auch aus der Bili-
nearitidt des Algebraprodukts A gewinnen. Alternierend folgt sofort aus Proposition 5.5. U

Fiir m € N nennen wir A" (V) die m-te duBlere Potenz von V. Zusammen mit der Abbildung
p : V"™ — A™(V) besitzt sie folgende universelle Eigenschaft:

5.10 Proposition. Fiir jede alternierende multilineare Abbildung f: V'™ — W in einen K-Vektorraum
W existiert genau eine lineare Abbildung @: A"(V) — W mit f = @ op.

Beweis: Nach der universellen Eigenschaft von (V®™ 7) 3!1¢: V™" — W linear so, dass

f

Vv ——Ww

|

\% @m

kommutiert. Weil f alternierend ist, gilt U,, C ker(@): Um das zu zeigen, wihlen wir vy,...,v, € V
mit v; = v; fiir ein i # j. Dann gilt

P @ @vp) =0(t(vi,...,vm)) = fF(vi,...,vm) = 0.

Weil U, von solchen reinen Tensoren erzeugt wird, folgt U, C ker().
Nach dem Homomorphiesatz (Theorem I11.3.3) 3!¢’: A" (V) — W mit ¢’ o = §. Wegenp =0T

macht ¢’ das Gewiinschte. Die Eindeutigkeit von @’ ergibt sich daraus, dass {vi A+ Avy, | vi,..., v €
V} ein Erzeugendensystem ist von A™ (V). O
5.11 Proposition. Falls V endlich dimensional ist mit Basis e, ..., e,, dann ist

(eiy Av+ Aeiy)1<ij<o<ip<n

eine Basis von A" (V). Insbesondere gilt dim(A™(V)) = ().

m

Beweis: Aufgrund der Multilinearitit ist (¢;, ® --- ®e;, )1<i,.....i, <» €in Erzeugendensystem von yem
(sogar eine Basis). = Erzeugendensystem von A™(V), weil 7 surjektiv. Wenn zwei Indizes gleich
sind, gilt e;; A---Ae;, = 0, also konnen wir die weglassen. Permutationen der Faktoren fiithren auf
Vorzeichenwechsel nach Proposition 5.5 und sind somit iiberfliissig. Also ist

(eil ARRRRA eim)1§i1<i2<-~<im§n

ein Erzeugendensystem von A™(V). Wir miissen noch beweisen, dass diese Vektoren linear unab-
hingig sind. Wir betrachten die Dualbasis (/;)i<ij<, in V* der Basis ey,...,e,, d.h. li(e;) = &;j. Sei
1 < j1 <+ < jm < n. Wir betrachten dazu folgende Abbildung:

fV" =K, (vi,eoo,vm) — det((lj(vi)) ——

j:]1--«««,jm

Aufgrund der Eigenschaften der Determinanten ist diese Abbildung multilinear und alternierend.
Nach Proposition 5.10 existiert genau eine lineare Abbildung ¢: A”(V) — K mit f = @ o p. Fiir
1<ip < <ipy <ngilt

(p(eil /\/\elm) = (p(p(eil""7eim)) :f(eil7"'7eim)

d t((l (ei,)) ) 1 fallsiy = ji,...,im = jm (Einheitsmatrix)
e A=l m 0 sonst (da Nullzeile)

Weil ¢ linear ist, folgt sofort, dass (e;, A---Ae;,)1<i,<-.<i,<n linear unabhingig sind. ]
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5.12 Bemerkung. Sei V = K" und ey,...,e, die Standardbasis. Fiir vy,...,v, € K" gilt
VIA--Avy=det(vy,...,v,) e1 A Aey.

Beweis: Schreibe v; =Y} o4;ex mit Koordinaten oy; € K und rechne die linke Seite aus. Wenn man
benutzt, dass A alternierend ist, folgt leicht die Behauptung mit Hilfe der Definition der Determinante
(siehe Definition VI.2.9). O

5.13 Proposition. Sei ¢: V — W eine lineare Abbildung von K-Vektorrdumen und m € N. Dann
3! lineare Abbildung A" (@): A"(V) — A™(W) mit A" (@)(vi A== Avy) = @) A== A @(v),
YWi,...,vm €V.

Beweis: Betrachte f: V" — A" (W), (vi,...,vm) — @(vi) A--- A @(vy). Dies ist eine multilineare
Abbildung, weil ¢ linear und p multilinear ist. Weiter ist f alternierend, weil p alternierend ist (Bei-
spiel 5.9). Nach der universellen Eigenschaft in Proposition 5.10 3! lineare Abbildung A™(¢) so, dass
das Diagramm

f

v A™(W)
pl Aw
A™(V)

kommutiert. Nach Konstruktion erfiillt A”(¢) das Gewiinschte. Die Eindeutigkeit von A™(¢) ergibt
sich daraus, dass {vi A--- Avy | vi,...,vs € V} ein Erzeugendensystem von A™ (V) ist. O

5.14 Bemerkung. Nach Proposition 5.3 und der universellen Eigenschaft der direkten Summe in
Proposition 1.7 setzen sich A™(¢) zusammen zu einer linearen Abbildung A(@): A(V) — A(W).
Man zeigt leicht, dass A(@) sogar ein Algebrahomomorphismus ist.

5.15 Bemerkung. Sei ¢ € End(V) mit n := dim(V) < e. Nach Proposition 5.13 erhalten wir einen
linearen Endomorphismus A”(@) von A"(V'). Nach Proposition 5.11 ist dim(A"(V)) = 1. Also muss
A"(@) = A -idpn(yy gelten fiir ein A € K. Behauptung: A" (@) = det(@) -idn(y)

Beweis: Wir wihlen eine Basis vy,...,v, von V. Nach Proposition 5.11 ist vi A... A v, eine Basis
von A"(V). Es gilt

AN(Q)YVI A Avy) == @(vi)A---A@(v,) =det(@) - viA...Avy,

wobei man fiir den letzten Schritt eine analoge Rechnung wie in Bemerkung 5.12 macht. Dies zeigt
die Behauptung. 0
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